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非圆信号方位、俯仰及初相联合估计 
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摘  要：该文利用双平行线阵的阵列结构，提出了用于非圆信号二维方向和初相联合估计的扩展 MUSIC(EN- 

MUSIC)算法。EN-MUSIC 算法估计得到的方位角、俯仰角与初相一一对应，自动配对，其可测向信号数大于子阵

阵元数，方位及俯仰测角精度与非圆信号二维测向酉 ESPRIT(2D- NC-UESPRIT)算法大致相当，优于波达方向矩

阵法(DOAM)。 
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Abstract: A novel joint 2-D angle and noncircularity phase estimation for noncircular signals using dual parallel 
linear subarrays called extended NC-MUSIC (EN-MUSIC) algorithm is presented. The azimuth, the elevation and 
the noncircularity phases estimated by EN-MUSIC are paired automatically. The resolvable number of sources for 
EN-MUSIC can be larger than the number of sensors of each subarray. The estimation precision of 2-D angles by 
EN-MUSIC algorithm is approximately equal to two dimensional unitary ESPRIT for noncircular signals 
(2D-NC-UESPRIT), and is better than the DOA Matrix (DOAM) algorithm. 
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1  引言  

近年来，对通信系统中大量使用的 BPSK 等非圆信号测

向受到越来越多的关注[1−6]，Galy 提出了用于非圆信号测向

的 MUSIC(NC-MUSIC)算法，Charge 等针对均布线阵用多

项式求根代替了NC-MUSIC算法中的搜索过程，提出了NC- 
root-MUSIC 算法[3]，Delmas 提出了渐近最小方差非圆信号

测向算法[5]，Haardt 等将酉 ESPRIT 用于非圆信号测向[2,4]，

Abeida等分析了非圆信号测向算法的性能及Cramer-Rao限
(CRB)[1,6]。因为利用了信号的非圆特性，非圆信号测向算法

可分辨的信号数增多了，测角精度也得到了提高。 

到目前为止，非圆信号二维测向的研究甚少，除 Haardt

等[2,4]提出将二维酉 ESPRIT 用于非圆信号测向外，公开文

献尚未报道其它二维非圆信号测向算法。本文在 NC-MUSIC

算法的基础上，利用双平行线阵的阵列结构，提出了非圆信

号二维方向与初相联合估计的扩展 MUSIC(EN-MUSIC)算

法，估计得到的方位角、俯仰角和信号初相一一对应，自动

配对。EN-MUSIC 算法可对多于子阵阵元数的信号进行测
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向，方位和俯仰测角精度与非圆信号二维测向酉 ESPRIT 

(2D-NC-UESPRIT)大致相当，优于同样基于双平行线阵阵

列结构的二维测向算法——波达方向矩阵法(DOAM)[7]。 

2  信号模型 

2.1 信号模型 

如图 1所示，这里所用的阵列由两个相互平行的子阵 aX

和 aY 组成， aX ， aY 均为具有 M 个阵元的均布线阵且具有

相同的阵元间距 xd ，两个子阵间的距离为 yd 。假设阵列位

于远场，阵元为全向的，频率相同的 D 个不相关窄带信号入

射到阵列上，信号 i 与 X，Y，Z 轴的夹角分别为 i i iα β γ， ， ，

显然有 2 2 2cos cos cos 1i i iα β γ+ + = ，所以信号 i 的入射方向

可由 ( )i iα β， 唯一确定。称 ,α β 分别为方位角和俯仰角，并

认为信号数 D 已知或已估计得到了。上标“*”表示共轭，

“T”表示转置，“H” 表示共轭转置。子阵 aX ， aY 在时刻

t 的输出矢量分别为[7] 

T
1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )] ( ) ( )M xt x t x t x t t t= = +x As n     (1) 

T
1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )] ( ) ( )M yt y t y t y t t t= = +y A s nΨ    (2) 

式中 T
1 2( ) [ ( ) ( ) ( )]Dt s t ,s t , ,s t=s 为信号矢量， 1( ) [ ( )x xt n t ,=n  

T
2( ) ( )]x xMn t , ,n t 与 T

1 2( ) [ ( ) ( ) ( )]y y y yMt n t ,n t , ,n t=n 分别为 
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图 1   双平行线阵结构 

子阵 aX 和子阵 aY 的噪声矢量， 1 2[ ( ), ( ), , ( )]Dα α α=A a a a  

为方位矩阵，仅与方位角α 有关，其中
2 cos

( ) 1, ,xj d
e

π α
λα

−⎡
= ⎢

⎢⎣
a  

T2 ( 1) cos
, xj M d
e

π α
λ

− − ⎤
⎥
⎥⎦

为方位矢量，λ 为波长。Ψ 为只与俯仰角

β 有关的俯仰矩阵，为对角阵， 1 2diag{ , , , }Dj j je e eϕ ϕ ϕ=Ψ ，

2 cosi y idπϕ β
λ

= − 。假设信号为不相关的零均值平稳随机过

程，信号 ( )is t  ( 1,2, ,i D= )的功率为 2
,s iσ ，噪声为复圆高

斯白噪声，每个阵元上的噪声功率均为 2
nσ ，信号与噪声不相

关。 

2.2 非圆信号的定义及表示 

本文对非圆信号采用二阶定义。对于信号 s , 如果其任

意旋转 jse θ 的一阶和二阶统计特性具有旋转不变性，即

{ } { }jE se E sθ = ， * *{ ( ) } { }j jE se se E ssθ θ = ， { }j jE se seθ θ⋅ =  

{ }E ss ，则称 s 为圆信号。于是 s 为圆信号等价于 { } 0E s = ，
*{ } 0E ss ≠ 且 { } 0E ss = 。如果 jse θ 的一阶和二阶统计特性

不具有旋转不变性，即 { } 0E ss ≠ 则称 s 为非圆信号(本文已

假设信号为零均值的)。经典测向算法是针对圆信号设计的，

没有利用 { }E ss 中的信息，非圆信号测向算法同时利用
*{ }E ss 和 { }E ss ，提高了信息利用率，从而算法性能得以提

升。 

对任意信号 s ，有[1] 
2 * 2{ } { }j j

sE s e E ss eφ φρ ρ σ= =           (3) 

式中φ为非圆相位，ρ 为信号的非圆率，由 Cauchy-Schwartz

不等式得 0 1ρ≤ ≤ 。显然，当 0 1ρ< ≤ 时信号是非圆的。ρ
由信号形式决定，一旦信号形式确定则 ρ 就确定了，对于理

想 BPSK 信号， 1ρ = 。不难证明：非圆率为 1 的信号总可

以由实信号的移相得到。本文只研究 1ρ = 的情况，此时，

非圆信号矢量 s可写成如下形式[2] 
1/ 2

0=s sΦ                 (4) 

式中 T
0 0 1 0 2 0[ ], , ,Ds ,s , ,s= ∈s R ， 0,is 为信号 is 对应的零初相

实信号，对角矩阵 1/ 2 /2
1diag{ }ij D

ie φ
==Φ ， /2iφ 为信号 is 的

初相，为非圆相位的一半。 

3  EN-MUSIC 算法 

NC-MUSIC 算法对含有非圆信息的扩展协方差矩阵进

行特征分解，利用 MUSIC 算法的思想得到以方位和非圆相

位为变量的空间谱函数，再利用二次型的性质将二维搜索化

为一维搜索或求根[3]，求得信号方位和非圆相位。本文提出

的 EN-MUSIC 算法对进一步扩展的含有方位、俯仰和非圆

相位信息的协方差矩阵进行特征分解，用类似于 NC-MUSIC

的方法得到方位、俯仰和信号初相(或非圆相位)的联合估计。 

由式(1)，子阵 aX 输出 ( )tx 的自协方差矩阵为 
H H 2{ ( ) ( )}xx s n ME t t σ= = +R x x A A IΓ       (5) 

式中 MI 为M M× 的单位矩阵，对角矩阵 H{ ( ) ( )}s E t t= s sΓ
为信号的自协方差矩阵。由式(3)，式(4)可得， T{ ( ) ( )}E t t =s s  

sΦΓ 。于是可得 ( )tx 的共轭自协方差矩阵为 
T T T T

* { ( ) ( )} { ( ) ( ) }xx sE t t E t t= = =R x x As s A A AΓ Φ (6) 

同理可得互协方差矩阵和共轭互协方差矩阵 
H H{ ( ) ( )}xy sE t t ∗= =R x y A AΓ Ψ       (7) 
T T

* { ( ) ( )}yx sE t t= =R y x A AΨΓ Φ      (8) 

用这 4 个矩阵构造一个扩展协方差矩阵 

*

H * H
* *

H
*

H T * H

* * H * T * * * H 2
3

H T H

xx xx xy

E xx xx yx

xy yx xx

s s s

s s s n M

s s s

σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= +
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

R R R

R R R R

R R R

A A A A A A

A A A A A A I

A A A A A A

Γ Γ Φ Γ Ψ

Φ Γ Γ Φ Γ Ψ

ΨΓ ΨΓ Φ Γ

 

H

* * * * 2
3s n Mσ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

A A

A A I

A A

Φ Γ Φ
Ψ Ψ

                    (9) 

式中 3MI 为 3 3M M× 的单位矩阵。扩展协方差矩阵的其它构

造形式在下一节讨论。显然， ER 中含有方位、俯仰和信号

初相信息，为得到其联合估计，对 ER 进行特征分解 
H

E =R U UΣ                 (10) 

U的第 D+1 到第 3M 列组成的矩阵记为 nU ，张成噪声子空

间，于是信号的方位、俯仰和非圆相位可最小化下式得到 
H H( , , ) ( , , ) ( , , )n nJ α φ ϕ α φ ϕ α φ ϕ= b U U b      (11) 

式中 

* *

( ) ( ) 1

( , , ) ( ) ( )

( )( )

j j

j j

e e

e e

φ φ

ϕ ϕ

α α

α φ ϕ α α

αα

− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

a a

b a a

aa

0 0

0 0

0 0

 (12) 

称为扩展导向矢量。为避免对α ,φ和ϕ 的三维搜索，将 nU
分块为具有相同行数的 3 个子矩阵[3] 

1

2

3

n

n n

n

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

U

U U

U

                    (13) 

则式(11)可写成 
H( , , )J α φ ϕ = p Mp               (14) 
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式中

1
j

j

e

e

φ

ϕ

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

p ，M为 3×3 矩阵 

H H

1 1
*

2 2

3 3

*

( )

( )

( )

( )

( )

( )

n n

n n

n n

A B C

D E F

G H I

α

α

α

α

α

α

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ = ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

a U U

M a U U

U Ua

a

a

a

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

       (15) 

式中 H H
1 1( ) ( )n nA α α= a U U a ， H H *

1 2( ) ( )n nB α α= a U U a ，C =  
H H

1 3( ) ( )n nα αa U U a ， T H
2 1( ) ( )n nD α α= a U U a ， T

2( ) nE α= a U  
H *
2 ( )n α⋅U a ， T H

2 3( ) ( )n nF α α= a U U a ， H H
3 1( ) ( )n nG α α= a U U a ，

H H *
3 2( ) ( )n nH α α= a U U a ， H H

3 3( ) ( )n nI α α= a U U a 。 

式(14)中 J 为二次型，其最小值由M 的最小特征值得

到，J 取最小值时 p 为最小特征值对应的特征向量。因为M

为 Hermitian 矩阵，所以其最小特征值为 0。亦即，若α 为

真实方位角，则M 的行列式等于 0。于是定义空间谱函数 
( ) det{ }f α = M                   (16) 

考虑到实际中有限采样等方面的因素，对空间谱函数式(16)

搜索极小值或求根可得信号方位角的估计值。求得方位角

后，对应于任一个方位角 iα ，由 =Mp 0 ，即 

( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) 0

i i

i i

i i

j j
i i i

j j
i i i

j j
i i i

A B e C e

D E e F e

G H e I e

φ ϕ

φ ϕ

φ ϕ

α α α

α α α

α α α

−

−

−

⎫+ + =
⎪⎪+ + = ⎬
⎪

+ + = ⎪⎭

      (17) 

可求得信号的俯仰角及初相。式(17)为典型的最小二乘问题，

令

( )

( ) ( )

( )

i

i i

i

A

D

G

α

α α

α

⎡ ⎤−
⎢ ⎥
⎢ ⎥= −
⎢ ⎥
−⎢ ⎥⎣ ⎦

J ，

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

i i

i i i

i i

B C

E F

H I

α α

α α α

α α

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

K ， H[ ( )iαK  

11 H

2

( )
( )] ( ) ( )

( )
i

i i i
i

m

m

α
α α α

α
−

⎡ ⎤
⋅ = ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
K K J ，则 

1 2( ) , ( )i ij j
i im e m eφ ϕα α−= =           (18) 

所以入射信号的非圆相位和俯仰角分别为 

1ln[ ( )]i ij mφ α=                (19) 

2arccos ln[ ( )]
2i i

y

j
m

d
λβ α
π

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

           (20) 

可见，EN-MUSIC 算法的方位角、俯仰角与非圆相位(或

信号初相)一一对应，无需配对，这一点与 2D-NC-UESPRIT

和 DOAM 类似。由于 EN-MUSIC 算法先估计得到方位角再

估计俯仰角，俯仰角是否相同不影响方位角的估计，所以信

号俯仰角相同 (称为俯仰角兼并 )时仍可测向。2D-NC- 

UESPRIT 算法也可以处理俯仰角兼并的信号，而此时

DOAM 已失效。 

nU 为 3 (3 )M M D× − 的，所以 Hrank( ) 3n n M D≤ −U U ，

又由 EN-MUSIC 算法原理可知，只有在真实方位角处矩阵

M 秩损，所以 Hrank( ) 3n n ≥U U ，故D ≤ 3(M−1)，即 EN- 

MUSIC 算法的最大可测向信号数为 3(M−1)个。如果入射信

号俯仰角均相同，则等效导向矢量为 (2 1) 1M + × 的矢量，所

以 Hrank( ) 2 1n n M D≤ + −U U ，又 Hrank( ) 3n n ≥U U ，所以

D ≤ 2(M−1)，即入射信号俯仰角相同时 EN-MUSIC 算法的

最大可测向信号数为 2(M−1)个。 

4  扩展协方差矩阵构造方法的讨论 

由上节可见，扩展协方差矩阵式(9)中含有方位、俯仰和

信号初相的信息，所以得到了三者的联合估计。实际上，我

们亦可以如下构造扩展协方差矩阵 
T

* *

* * T
1 *

* * *
*

H T T

* * H * T * T 2
3

* * * H * * T * T

xx xx yx

E xx xx yx

yx yx xx

s s s

s s s n M

s s s

σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= +
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

R R R

R R R R

R R R

A A A A A A

A A A A A A I

A A A A A A

Γ Γ Φ Γ ΨΦ

Φ Γ Γ Γ Ψ

Φ Ψ Γ Ψ Γ Γ

 

H

* * * * 2
3

* * * * * *

s n Mσ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

A A

A A I

A A

Φ Γ Φ

Φ Ψ Φ Ψ

             (21) 

式中 H H{ ( ) ( )}yx sE t t= =R y x A AΨΓ 。类似于式(10)−式(20)

的步骤，亦可以得到方位角、俯仰角及信号初相的联合估计。

式(9)和式(21)的构造有一定的技巧性，下面给出直观方便的

构造方法。如果定义扩展阵列输出为 

*

( )

( ) ( )

( )
E

t

t t

t

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

x

x x

y

                  (22) 

则扩展协方差矩阵 ER 可表示为 
H{ ( ) ( )}E E EE t t=R x x               (23) 

同理可定义 

*
1

*

( )

( ) ( )

( )

E

t

t t

t

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

x

x x

y

                   (24) 

则扩展协方差矩阵 1ER 可表示为 
H

1 1 1{ ( ) ( )}E E EE t t=R x x             (25) 

此时扩展导向矢量为 

*
1

*

( )

( , , ) ( )

( )

j

j j

e

e e

φ

φ ϕ

α

α φ ϕ α

α

−

− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

a

b a

a

           (26) 

式(9)和式(23)以及式(21)和式(25)在理论上是相同的，
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但实际计算中，式(9)和式(21)可以只需计算部分元素，所以

计算量较小。另外，使用 1ER 时俯仰角的估计要依赖于初相

的估计，增加了计算量和计算误差。 
不考虑行的顺序，还可以令扩展阵列输出为 2( )E t =x  
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，对 

应的扩展协方差矩阵可类似式(9)和式(21)得到，也可以对这

两个扩展阵列输出直接求协方差矩阵，而前者的计算量小于

后者。另外，这两种扩展方法的初相估计都要依赖于俯仰角

估计，其计算误差会略大。 

类似于上节的分析，扩展阵列输出采用 1( )E tx , 2( )E tx 和

2( )E tx 时，算法最多可对 3(M−1)个信号进行二维方向和初

相的联合估计，俯仰角相同条件下最多可对 2(M−1)个信号

进行联合估计。 

5  性能仿真 

本节对 EN-MUSIC 算法进行计算机仿真实验，验证其

性能。仿真中每一子阵均为均布三元线阵，阵元间距半波长，

信号形式 BPSK，噪声为加性高斯圆复白噪声，扩展协方差

矩阵的计算采用式(23)。本文算法与波达方向矩阵法(DOAM)

有许多相似之处：都采用双平行线阵，都不需要方位角与俯

仰角的配对，所以测向性能仿真分析将与 DOAM 算法比较，

同时也与公开文献中仅有的非圆信号二维测向算法——二

维酉 ESPRIT(2D-NC-UESPRIT)进行了比较。 

假设 6 个 BPSK 信号从[40°,75°], [60°,75°], [80°,75°], 

[100°,75°], [120°,95°], [140°,95°] 入 射 ， 其 初 相 分 别 为

[15°,30°,45°,60°,75°,85°]，信噪比均为 15dB，快拍数 200，

图 2所示为 EN-MUSIC算法采用M=3的双平行线阵对 6个

入射信号进行测向的结果，表 1 为 6 个信号初相均值和均方

根误差(RMSE)的统计。测向结果为 300 次独立仿真结果的

叠加，初相估计为此 300次结果的统计。对于子阵阵元数M >2

的阵列且快拍数远大于 M 时，DOAM 只能对(M−1)个信号测

向，2D-NC-UESPRIT 只能对 2(M−1)个非圆信号测向[2]，而

EN-MUSIC 算法由于对方位矩阵进行了扩展，俯仰角又与方

位角一一对应，所以可对 3(M−1)个非圆信号测向。另外，

DOAM 不能处理俯仰角兼并的情况，而 EN-MUSIC 和

2D-NC-UESPRIT算法仍有效，EN-MUSIC最多可对2(M−1)

个俯仰角相同的信号测向。图 2 验证了 EN-MUSIC 算法最

大可测向信号数和俯仰兼并时最大可测向信号数的结论。 

 

图 2   EN-MUSIC 算法的测向结果(M=3) 

表 1  6 个信号初相的估计结果(°) 

初相 15 30 45 60 75 85 

均值 15.032 30.064 44.981 59.963 74.979 85.028 

RMSE 0.8521 1.2213 0.9354 0.8895 0.8774 1.1932 

假设两个 BPSK 信号从[75°,75°]，[85°,85°]入射，初相

的取值均为 0，图 3 所示为信噪比由 0dB 到 20dB 变化时

EN-MUSIC，2D-NC-UESPRIT 和 DOAM 的测角均方根误

差(RMSE)比较。仿真中，快拍数为 500， RMSE 由 300 次

测角结果的统计得到。图 4 所示为 10dB 信噪比下快拍数对

EN-MUSIC，2D-NC-UESPRIT 和 DOAM 的测角 RMSE 的

影响。图 3 和图 4 中给出的都是第 1 个信号的测向结果，第

2 个信号的测向结果与第 1 个信号相似，不再给出。由两图

可见，EN-MUSIC 与 2D-NC-UESPRIT 的测向精度大体相

当，而两者的方位和俯仰测角精度在信噪比和快拍数变化时

均优于 DOAM。 

 

图 3   测角精度与 SNR 的关系 

 

图4   测角精度与快拍数的关系 

6  结束语 

提出了用于非圆信号二维方向和初相联合估计的扩展

MUSIC(EN-MUSIC)算法。EN-MUSIC 算法利用双平行线
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阵的阵列结构将非圆信号测向的 NC-MUSIC 算法进一步扩

展，估计得到的方位角、俯仰角和信号初相一一对应，自动

配对。EN-MUSIC 算法可对多于子阵阵元数的信号进行测

向，方位和俯仰测角精度与与 2D-NC-UESPRIT 大致相当，

优于波达方向矩阵法(DOAM)，而且可以处理俯仰角相同的

信号。仿真实验验证了 EN-MUSIC 算法的上述优良性能。 
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