
第 29 卷第 10 期                           电  子  与  信  息  学  报                               Vol.29No.10 

2007 年 10 月                     Journal of Electronics & Information Technology                       Oct.  .2007 

由投影重建图像的对称块迭代算法 
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摘  要：由投影重建图像的迭代算法有抑制噪声等优点，但其投影矩阵的计算量大、影响重建速度。该文利用投影

线存在的几何对称结构，引入图像重建的对称块迭代算法(简写为 SB-IRT)，简化了投影矩阵系数的计算，调整了迭

代算法的顺序相关性。对于模拟和实测数据进行了图像重建试验，结果表明：与常规算法比较，该文提出的对称块

迭代算法重建速度快，重建图像精度高。 
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A Method of Symmetric Block-Iterative for Image Reconstruction 
Qiu Jun①②    Xu Mao-lin①

(Research Division of Applied Mathematics, Beijing Information Technology Institute, Beijing 100101, China) 

(Department of Mathematics, Graduate School of Chinese Academy of Sciences, Beijing 100039, China) 

Abstract: With a method of series expansion for image reconstruction, there exists great difficulties in terms of slow 
reconstruction due to bulk data to deal with. This paper presents the symmetric structure of projection lines for 
image reconstruction and provides a simplified algorithm for the coefficients of projection matrix via this symmetric 
structure, thereby an ad hoc method of fast Symmetric Block-Iterative Reconstruction Technique (SB-IRT) is 
introduced to solve the image reconstruction problem. The experimental image reconstruction utilizing the 
symmetric block-iterative algorithm with both simulated and experimental projection data is undertaken. In 
comparison with the performance of other conventional algorithms, the results show that the image reconstruction 
using the presented algorithm is much faster, and the reconstruction images has much better precision than the 
others. 
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1  引言 

由投影重建图像常用算法主要有两类 [1 ，一类是滤波

反投影法，简写为FBP，是目前最常用的算法，分辨率高，

可实时成像。它基于Radon变换反演的闭合公式，要求数据

满足完备性。另一类是代数重建算法，其特点是开始就将连

续的图像离散化，其经典算法是Gorden等

5]−

[1]提出的代数重建

迭代算法，简写为ART，以及Gilbert[2]提出的SIRT法。其后

发展主要是以优化理论为基础的各种迭代算法 。对上述

经典迭代格式的修正，主要是 Eggerment

[6 9]−

[10]等将ART中的

Kacmarz迭代改进为固定块迭代，Censor[11]及Herman[3,12,13]

进一步改进为可变块迭代，使经典迭代法形成一个统一的框

架。 

代数重建迭代算法的诱人之处是结构简单，有明确的物

理和几何意义。代数重建迭代算法对解病态方程组有效，有
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助于处理不完全数据重建图像问题(这对于数据不完全的大

型检测目标尤为重要)。但代数重建迭代算法的突出缺点是计

算量大，影响图像重建速度。影响迭代法收敛快慢的主要因

素是：迭代格式﹑迭代顺序及投影矩阵的计算。通过实验分

析其中计算投影矩阵的非零系数的运算，占整个重建计算量

的 90％以上；投影矩阵的非零系数的简化运算是改进迭代重

建算法的主要突破口。上述提及的的各种算法都没有从根本

上解决简化投影矩阵非零系数的计算问题。例如，Censor[11]

提出的可变块迭代法的一般框架，仅限于迭代格式的改进。 

通常标准工业 CT 设备投影扫描经过转换在每个投影方

向上投影线都是关于中心对称的，投影方向是旋转对称的因

而投影线具有自然的几何对称结构。这一投影线的对称结构

仅涉及像素格的位置，而与像素值无关，即与要重建的图像

和重建图像区域内的目标检测物的几何形状无关。对于所有

图像重建问题的离散化模型都适用。 

本文提出一种图像重建的对称块快速迭代算法(SB- 

IRT)。该算法基于投影线对称结构，可以重构投影矩阵计算

的迭代格式，改变逐线扫描式校正迭代顺序，由 8 个对称方
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向的投影线组同时向图像重建计算区域中心扫描迭代校正。

计算量比通常迭代算法成倍减少，同时避免引入不必要的计

算误差。对模拟和实测数据进行了图像重建实验，并对各种

性能指标作出分析。结果表明，对称块迭代算法重建速度快，

图像精度高。 

2  投影的对称性 

设 X 是要重建的图像向量，X 是一幅

离散化图像，图像像素数  ；A 为 维投影

矩阵，其中元素 表示第 i 条射线与第 j 个像素格相交的长

度。 若投影数据向量为 Y ，则成像方程可

写为 

T
1 2( , , , )Nx x x=

N n n= × M N×

ija
T

1 2( , , , )My y y=

 Y=AX                   (1) 

由投影重建图像问题即是如何反演上述方程。式(1)是一

个大型病态方程组，常用迭代法求某种形式的优化解。迭代

法求解必须先算出射线与图像X各像素格相交的长度，即算

出投影矩阵A的诸行向量。 

下面叙述图像重建中的几何对称性结构及相应投影矩阵

系数的简化算法。 

几何对称性结构和正方形的对称性密切相关，正方形的

对称性用保持它不变的刚体变换刻画。 

设在平面 上有一正方形，其中心在原点o ，一边平

行于 轴(如图 1)。 

xoy

x

 

图 1  对称射线组和对称像素格示意图 

正方形的反射对称性： 为关于 x 轴的反射变换； 为

关于 轴的反射变换；T 为关于直线y 的反射变换；T

为关于直线 的反射变换。 

xT yT

y + x= −

y =−x

=

={ , , , , , , ,x y x xE T T T T T T T T+ − − +

正方形的旋转对称性： 为绕中心 o 反时针方向旋转

； 为绕中心 o 反时针方向旋转 ；R 为绕中心 o

反时针方向旋转 。 

R
o90 R′ o180 ′′

o270

    以上 7 个变换，外加恒等变换E 共 8 个变换，以两个变

换的相继变换作为乘法构成对称群，记此群作T 。 关于

乘法运算是封闭的。 特别是 ， ，  

。所以群 可以表示成：T     

，这就是说 的每一个变换是反射，或者相继二次反

射。T 不仅保持上述正方形不变，而且保持像素格的对应位

置不变，即全体像素格均有T 对称性。 

T

xT T R− y xTT R′= xT T+
R′′= T                           

}y xTT T

假设平面上有一条直线，穿过 个像素格，被这 个格

子截取的线段长度沿直线的方向为 ，我们称

为该直线的截格数，数列 为该直线的格截段长

序列。不难断定，T 保持在上述正方形中的直线的截格数和

格截段长序列不变，即 的任一变换把直线变成直线，变换

后的直线与变换前的直线有相同的截格数，相同的格截段长

序列。现在设有一直线 ，则利用群T 可以得到 8 条线(如 

γ γ

1 2{ , , , }γυ υ υ γ

1 2{ , , , }γυ υ υ

T

1L

图 1)，记这 8 条线的线组为 { }81iL L= ， 的每一条线有相 L

同的截格数，相同的格截段长序列。 
现在给出直线L 的具体表达。设在平面 上任给一条

射线： 
xoy

1 1 1 1 1 1( , ) : cos sinL p p x yθ θ= + θ           (2) 

这里， 是射线 的法线与 轴的夹角， 是原点到直线

的距离，用群T 中的变换找到另外 7 条射线，如图 1 所示，

构造如下： 

1θ 1L x 1p 1L

( , ) : cos sin ,  2,3, , 8i i i i i iL p p x y iθ θ θ= + =     (3) 

其中 

  3 1 5 1 7, ,
2 2
π πθ θ θ θ θ π= − = + = − 1θ         (4) 

1
1 1,  2,4,6,8;   ( 1) , 2,3, ,8i

i i ii p p iθ θ −
−= = = − =   (5) 

若将在变换群T 下的不变性看作 xoy 平面上射线之间的

一种关系，那么它是一等价关系，它将平面上所有的射线分

成了等价类，每一类就是一个对称射线组，两个对称组不含

同一射线。这样，就赋予了平面上的所有射线以简明的结构，

便于计算和分析。 
现在来考察某一对称射线组所穿过的对称像素格 

{ }8
1kj k

x
=

(这里不妨仍以像素值 表示像素)位置的编号

。可以看到，由其中的八个对称像素所形成的图形成 
kjx

{ }8 1k kj =

八对称形式(见图 1)。确切叙述如下： 

设与射线 相交的第1L 1j 个像素的位置为第 k 行、第 l 列

(从图像X的左下算起)，即 

1j k nl= +                    (6) 

这里 n 是图像X的行或列像素个数。 

由变换群T 得到，其余对称像素的位置为 

 
2 1

3 1

( ) ( 1 ) ( 1 )

( ) ( )
x yj T T j n k n n l

j T j nk l+

⎫= = − − + − − ⎪⎪⎪⎬⎪= = + ⎪⎪⎭
      (7) 

 
4 1

5 1

( ) ( 1 ) ( 1 )

( ) ( 1 )x

j T j n l n n k

j T T j l n n k
−

−

⎫= = − − + − − ⎪⎪⎪⎬⎪= = + − − ⎪⎪⎭
     .  (8) 

6 1

7 1

( ) ( 1 )

( ) ( 1 )
x

y

j T T j n l nk

j T j k n n l
+ ⎫= = − − + ⎪⎪⎪⎬⎪= = + − − ⎪⎪⎭

             (9) 

      8 1( ) ( 1 )xj T j n k nl= = − − +           .    (10) 

从式(6)～式(10)可知，若求得了某射线 与图像 X 各像素

相交的长度，那么 所在对称射线组的其余 7 条射线与图像

X各像素格相交的长度也就知道了。换言之，若求出了投影 

1L

1L
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矩阵的某一行，则在变换群T 下的另外 7 行便可得到。可见，

运用上述几何对称性原则，计算投影矩阵的计算量理论上可

压缩大约 8 倍。 

另外，若图像X不是方阵，此时射线组 的子射线组

在变换群T 的子变换群T 下是不变的，即 *L 关于子变换群

1T 线组，这里取 *
1 8 2 7{ , , , }L L L L L= , 1 { , , ,x yT I T T=  

L *L

1 是

的对

， 中射线对应的格截段长序列在子变换群 下也是

不变的 于

, )i i i i Na ,  ；则代数重建法

(Alg a Reconstruction Tec 简称A

称射

}x yT T *L 1T

。 是，相应的结果可平行得到。 

3  经典迭代算法 

记 ( , ,a a a= T
,1 ,2 , 1 i M≤ ≤

ebr hnique RT )的松驰迭代

格式如下[1, 3]： 

  
( )

( jX +1) ( )
2
, j

j i i
j i

i

y a X
X a

a
α −〈 〉= +          (11)   

式中符号 表示内积，这里，

                                

,〈 〉 j 是迭代次数， 是松驰系

。

法，方程是循

arz 迭代法。 

法(S ruction 

Tech

jα
数，且 1 2jε α ε≤ ， 1 2, 0ε ε > 是很小的正实数 这是一种

逐线校正 ，即 ( ) ( mod )i i j j M= = +  
1。当松驰系数 1jα ≡ 时，即是 Kacm

≤

环迭代的

同时迭代重建 imultaneous Iterative Reconst

nique，简称SIRT)的Cimmino迭代格式如下[2, 3]： 
( )

( 1) ( ) , jM
j j ii i

j
y a X

X X aα+ −〈 〉= + ∑       2
1i ia=

  (12) 

它是逐点校正的，每次迭代应考虑全部方程。利用对称性结

条射线 确定了矩阵 A 中的一行 

，

构可得到如下对称块迭代算法。 

4  对称块迭代算法 

从光源出发的任意一 iL

ia 反之亦然，于是向量集 { } 1
M
iA a == 与相应射线集 { } 1

M
i iL =  i

之 向量集 也 类。记间有一一对应关系。因此 按变换群T 分A

A 的指标集为 {1,2, , }I M= ，与 的分类相对应，指标集

相应地分割为：
0M∪ ， 0 /8M M= 。则

A

I 1 2I I I I= ∪ ∪ A  

{ }
0

( )
M

T a∪ ,  =
1

Ki
K=

这里 ，且 K Ki I∈

{( ) ( ), ( ), ( ), ( ), ( ),

   ( ), ( ), ( )}
K K K K K

k k k

i i x i y i i

x y i x i x i

T a I a T a T a T a T a

T T a T T a T T a
+ −

+ −

=
Ki

  (13)  

由射线的截格数及截格序列的不变性，所以 
     ( )

K Ki iT a a=                 (14)    

相应地，对数据 也

为

                                       

Y= 作与A 同样的分类。T
1 2( , , , )My y y

并将变换群T 重新记 ，由式(13)～式(14)，在

变换群T 下 RT 新迭代格式，本文记为 S-ART，如下： 

{ }8 1i iT T ==

A
( )

( 1) ( ) ( ) ( ),
( )K K

j
i i i ij T y T a X

T a
−〈 〉

= + 2 ,

      1,2, ,8;  

K

K

j
j i i

i

k k

X X
a

i i I

α+

= ∈    (15) 

在S-ART迭代中，方程的循环方式变为： K j=

。因此按式(15)

进行迭 不 了 影矩阵的 算，而且调整了

迭代 后 改 条射

位置夹角为大角度时比较优越 快

原因 关 敛 一

式 )只 射 的

然是

0od )M  ( m

1+ ，即迭代是按对称射线组的顺序进行的

逐线校正。下面给出按对称射线组进行校正的方法，本

文称为对称块迭代算法，简写为 SB-IRT 算法： 

代， 仅简化 投 计 方程的

顺序。 者可 善收敛速度，因为迭代前后两 线的
[3]，这也是新方法重建 速的

之一。 于收 及快慢的 般论证见文献[3]。 

迭代格 (15 是按对称 线组的顺序进行迭代 ，仍

( )8
( 1) ( ) ( )

2
1

( ) ( ),
( )K K

K

j
i i i ij j j

j i i i
i i

T y T a X
X X w T a

a
α+

=
K

⎡ ⎤−〈 〉⎢ ⎥= + ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ (16) 

这里 ， ，而 是关于对称0 ( )K t j

0 的控制序列，即控制对称块的迭代顺

序。 ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 8

j j j j 表示第

( mod ) 1K j M= + i I∈ { ( )}t j

块指标集

)w w w w=
{1,2, , }M

( , , , j 次迭代的权系数。 对

法也可以运用对称性原理，得到下面的迭代格式：

 

SIRT  
0 ( )8

( 1) ( ) ( )
2

1 1

( ) ( ),
(K K

K

K

jM
i i i ij j j

i
K i i

T y T a X
w T a

a
+

= =

−〈 〉
∑∑

到式(15)﹑

次是按一个对称块进行

对

称块进行的。 

5  模拟和实测数据图像重建结果 

5.1 模拟数据的图像重建

301 条射线，为完全平行投影数据集。对标

准的平行束数据分别由算法SB-IRT，S-ART，ART及SIRT

，及图 3 (d)所示。 

试模型之间的 3 个误差测度 d，r，

e 顺

代算

)i  j iX X α= +

(17) 

可以看 式(17)是两个极端的对称迭代格式。式

(16)每 校正，而式(17)每次按所有的对

称块进行校正；式(15)仍然是逐线校正，但迭代顺序是按

 

图 2 是模拟数据的 256×256 Shepp-Logan头像模型；采

集的数据量是 200×301，即在 200 个角度下(覆盖 180o 角度

范围)，每角度取

重建的结果如图 3 (a)，图 3 (b)，图 3 (c)

重建图像与图 2 标准测

次表示为归一化均方根距离测度值、归一化平均绝对距

离测度值和最坏距离测度值。d，r，e 作为重建质量的评估

由下表 1 给出。表中也给出了迭代次数及计算时间。实验是

在 P4-1.5GHz, 256MBRAM, WINDOWS2000 和 VC++6.0

环境下进行的。 从重建图像的误差比较可以看出，对称块迭

法(SB-IRT)各项指标均优于常规的 ART，SIRT 算法及

S-ART 算法，而逐线对称迭代算法(S-ART)在迭代时间上较

占优。结果表明，基于对称性的迭代算法较之常规算法不仅

重建速度快，而且重建图像精度高。 

表 1  模拟数据的图像重建误差及时间比较 

重建 
算法 

迭代 
次数 

d r e 时间(s) 

SBIRT 6 0.075781 0.064390 8.362778 11.5 

SART 6 0.114897 0.073197 19.448929 6.4 

ART 6 0.116890 0.078356 23.102844 31.1 

SIRT 6 0.287115 0.243375 41.630286 42.7 
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图 2  Shepp-Logan 头像模型 

 

图 3 
5.2  实测数据的图像重建 

该数据为用国产工业C 扫描陶磁叶片的投影重排

81。即在 576 个角度下(覆盖 180o 

角度

代数迭代重建方法的基本思路是利用加权平均过程把重

的数据误差转化为图像误差，再把图像误差按

照某

T设备

数据。投影数据量是 576×2

范围)，每角度取 281 条射线，为等价的平行投影数据集。

图 4(a)，图 4(b)，图 4(c)是分别由算法SB-IRT、S-ART及

ART重建的 256×256 图像；迭代次数均为 6 次，迭代时间分

别为 18.3s、10.1s及 60.6s。实验环境与模拟数据重建实验相

同。试验结果同样表明，对称迭代算法重建速度快，而且重

建图像具有较高的分辨率。 

6  结束语 

建图像过程中

种方式补偿到当前重建的图像。加权平均过程不同对应

着不同的代数重建方法。加权平均过程有利于数据中随机噪

声的抑制，但是在噪声存在的情形下，采用逐线扫描式校正

迭代方法的重建图像对投影数据的顺序相关性有依赖关系。 

基于投影线几何对称结构的对称块迭代算法重构了投影

矩阵计算的迭代格式，改变了逐线扫描迭代校正的顺序相关 

 

图 4 

性。可以根据投影数据量构 条投影线组成的大型对称

块。加快迭代速度且避免计算误差，对于数据不完全的大型

对称的投影线组可以组成关于坐标中心的反射

变换

[1] Gorden R, Bender R, and Herman G T. Algebraic Recostruction 

Techniques (ART) nal electron microscopy 

[2] 

ject from projections. Journal of 

[3] 

-130. 

造由多

目标检测尤为重要。更复杂的对称块优化构造值得进一步研

究与关注。 

在一般性的条件下，对称射线组的投影线都是关于中心

对称的，几何

和旋转变换的变换群。对于更一般的矩形重建图像问题，

射线组的子射线组在变换群的子变换群下保持其不变性。同

样可以利用射线组构造迭代块，简化并优化投影系数矩阵的

计算。这一方法适用于所有图像重建问题的离散化模型。例

如，应用于滤波反投影法的反投影运算可以重构反投影矩阵

的几何相关性和顺序相关性；应用于多准则优化算法和基于

优化堆栈设计的随机选择性迭代算法等等。在三维由投影重

建图像算法中仍然存在相应的对称性结构，对应的算法会更

有效，进一步的研究与应用有望得到许多结果。 
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