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非高斯有色噪声背景下二维谐波频率估计的累积量投影方法 
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摘  要：针对非高斯有色噪声中的二维谐波频率估计问题，该文提出了复数线性非高斯过程的二维累积量投影定理。

应用该定理并巧妙地构造观测信号的高阶累积量求得非高斯噪声的自相关，并通过求解一个广义特征值对噪声空间

进行预白化，然后结合高分辨率的子空间方法二维 MUSIC 估计得到二维谐波参量。该文方法解决了非高斯有色噪

声中的二维谐波频率估计问题，特别地当非高斯噪声为对称分布和谐波信号中存在二次相位耦合时该文方法同样有

效。仿真实验验证了该文结论。 
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Cumulant Projection Method for Two-Dimentional Harmonics  
Frequency Estimation in Colored Non-Gaussian Noise 
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Abstract: The problem of concern here was the two-dimensional (2-D) harmonic frequency estimation in colored 
non-Gaussian noise. The 2-D cumulant projection theorem of complex linear non-Gaussian process was presented. 
The noise auto-correlation estimation was obtained based on this theorem by skillfully constructing a high-order 
cumulant of the complex noisy harmonic. Then a generalized eigen-value problem was solved to prewhiten the noise 
space. Finally 2-D MUSIC was employed to retrieve the 2-D harmonic frequencies. This method can effectively 
extract frequencies from colored non-Gaussian noise, even though the noise is symmetrically-distributed or there 
exists quadratic phase coupling. Theory and algorithm are illustrated by simulation examples. 
Key words: Harmonic; Cumulant projection; Non-Gaussian colored; Frequency estimation 

1  引言  

二维谐波恢复问题近年来受到广泛重视，并已在雷达、

声纳、地球物理、无线通信和生物医学等领域得到了广泛的

应用，针对该问题国内外学者已提出了很多方法。白噪声中

的二维频率估计已经得到很好的解决，而有色噪声背景下的

这一问题还有待于进一步研究。因为高阶累积量对高斯噪声

不敏感，而且包含信号的频率和幅度信息，基于此文献[1, 2]

成功地解决了高斯有色噪声中的二维频率估计。文献[3,4]通

过拓广的二维ESPRIT方法解决了二维MA非高斯有色噪声

中的频率估计问题，然而正如该文所说的，当噪声为 AR 或

ARMA 模型的非高斯噪声时，其方法失效。本文正是为了解

决该问题而展开了研究。 

近年来，自从 Giannakis 和 Delopoulos 在文献[5]中证明
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了线性非高斯过程的不同阶次的累积量之间存在着投影关

系后，该理论已经成功的应用到谱估计、系统辨识、信号检

测和谐波恢复中。利用累积量投影关系，文献[6]在实数域研

究了非高斯有色噪声中的谐波恢复方法，但当谐波信号中存

在二次相位耦合时，无法得到噪声的自相关估计，该方法失

效。文献[7]研究了复数域中的累积量投影定理，解决了噪声

为对称分布和信号中存在二次非线性相位耦合的谐波恢复。

但文献[6,7]所解决的问题都仅限于一维。为了将累积量投影

定理在二维信号处理中得到应用，本文将该定理推广到二

维，并构造特定的高阶累积量来估计噪声的自相关，然后通

过求解一个广义特征值问题对噪声空间进行预白化，最后通

过高分辨率的子空间方法二维 MUSIC 估计得到二维谐波参

量。本文方法能解决二维 AR，MA 或 ARMA 模型的非高斯

有色噪声中的二维谐波频率估计问题，特别地当非高斯噪声

为对称分布和谐波信号中存在二次相位耦合时本文方法同

样有效。 
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2  观测信号模型 

二维谐波的观测模型为 
             (1) ( , ) ( , ) ( , )x m n s m n v m n= +

其中二维谐波信号为 
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式中 为二维时间坐标，  
; 为信号个数； 为第 l 个信号频率对； 为

第 个信号相位， 相互独立且在 上服从均匀分布；

为零均值平稳非高斯有色噪声。对于 有如下
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3  基于累积量投影定理的非高斯有色噪声的自相

关估计 

Giannakis 和 Delopoulos 指出线性非高斯过程不同阶

次的累积量之间满足高阶累积量投影定理。自相关即为二阶

累积量, 因此应用这一性质, 可以通过线性非高斯过程的高

阶累积量来获得其自相关[4]。而使用投影定理由含噪谐波信

号的高阶累积量估计噪声自相关时, 谐波信号起到干扰的作

用, 因此关键在于使信号(无论是否存在二次相位耦合) 的

累积量为零, 同时噪声(无论何种分布) 的累积量不为零, 且

满足高阶累积量的投影定理。 

根据累积量投影定理的要求，当二维谐波信号中不存在

二次相位耦合，且非高斯有色噪声为非对称分布时，下面给

出复数过程的三阶累积量的一种定义 

定义 1  模型(1)中 的三阶累积量定义为 ( , )x m n
*

3 1 2 3 4 1 2

3 4

( , ; , ) cum( ( , ), ( , ),
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 (3) 

复数谐波信号的三阶累积量的定义方式有 种。定

义1是其中的一种，它不同于高斯有色噪声中谐波信号恢复

的三阶累积量定义方式，这是因为二者的目的不同。 

32 =

由信号和噪声相互独立，则 

3 1 2 3 4 3 1 2 3 4 3 1 2 3 4( , ; , ) ( , ; , ) ( , ; , )x s vc c cτ τ τ τ τ τ τ τ τ τ τ τ= +  (4) 

易知，谐波信号按定义1的三阶累积量  3 1 2 3 4( , ; , )sc τ τ τ τ
0= 。下面，对于按定义1的三阶累积量，本文建立复数线

性非高斯过程的高阶累积量投影定理(定理1)。 

定理 1  模型(1)中复数线性非高斯过程 满足下

面的投影定理 
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其中 按定义1； 是复数过程

的自相关；
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中 过程 的二阶和三阶累积量； 是AS2

中线性系统冲激响应 的傅里叶变换。 
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由 即可得式(5)。定理得证。 23 2 3( / ) (0,0)e e vHα γ γ=

类似定义1，注意共轭的取法，按照上面的推导，容易

拓展得到非高斯有色噪声任意不同阶次高阶累积量间的投

影定理。 

但是，当谐波信号中存在二次相位耦合时，信号的三阶

累积量不为零；另外，实际中有时会遇到对称非高斯分布噪

声，如Laplace分布、Cauchy分布、均匀分布和混合高斯分

布等，这些噪声的三阶累积量为零。因此，我们可以得出结
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论，当谐波信号中存在二次相位耦合或噪声为对称非高斯分

布时，上述基于三阶累积量的方法就失效了。幸运的是，本

文通过定义一种特殊的四阶累积量成功地解决了这个问题。 

定义 2  模型(1)中 的四阶累积量定义为 ( , )x m n
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*
1 2

3 4 5 6
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复数谐波信号的四阶累积量的定义方式有 种，

定义2是其中的一种。同样，由信号和噪声相互独立，则 

42 1= 6
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+
 

易 知 ， 复 数 谐 波 信 号 按 定 义 2 的 四 阶 累 积 量

。另外，即使谐波信号中存在二次

相位耦合时，代入定义2所求得的信号四阶累积量也为零。 
4 1 2 3 4 5 6( , ; , ; , ) 0sc τ τ τ τ τ τ =

类似地，对按定义2的四阶累积量，建立复数线性非高

斯过程的累积量投影定理(定理2)。 

定理 2    模型(1)中复数线性非高斯过程 满足

下面的投影定理 

( , )v m n

3 4 5 6

2 1 2 24 4 1

2 3 4 5 6

( , ) ( ,

; , ; , )

v vc c
τ τ τ τ

τ τ α τ

τ τ τ τ τ

∞ ∞ ∞ ∞

=−∞ =−∞ =−∞ =−∞
= ∑ ∑ ∑ ∑

   (7) 

其中 按定义2；4vc 22
24

4

[ (0, 0)]e
v

e

Hγα
γ

−= ， 和 是AS2 2eγ 4eγ

中 过程 的二阶和四阶累积量； 和

同定理1。 

iid ( , )e m n 2 1 2( , )vc τ τ
( , )v m nH ω ω
定理2的证明方法同定理1，本文在此不再详述。 

4  二维谐波频率估计 

在谐波恢复的噪声子空间方法中，背景噪声假定为白色,

对噪声的分布情况没有要求， 即，只要是白噪声，不论它

是高斯还是非高斯分布，该方法都适用。所以，利用噪声的

自相关估计对非高斯有色噪声进行白化后,即可应用噪声子

空间方法进行谐波参量估计。本文通过求解一个广义特征值

问题来实现对噪声空间的预白化，这相当于旋转向量空间以

消除或减弱有色噪声的影响，然后使用MUSIC方法进行二维

谐波频率估计。 

复数含噪谐波信号 的自相关矩阵 ( , )x m n
H

H 2

( ( , ) ( , ))x s v

v

E x m n x m n

σ

= + =

= +

R R R

APA V     (8) 

其中 为幅度阵；A为谐波阵； 是噪声方差，V 是归一

化噪声自相关矩阵。 

P 2
vσ

若V 为单位矩阵，则 为白噪声，使用传统MUSIC

方法即可恢复谐波信号。若 为色噪声，当其归一化自

相关矩阵V 已知时，则可通过下面的方法进行白化变换

( , )v m n

( , )v m n
[8]。 

设
1
2y −=V x ，则变换后的 y 的自相关矩阵为 

1 1 H 22 2
y x σ− −= =R V RV TPT I

其中
1
2−=T V A，T 的各列

1
2 , 1, ,i i i−= =T V A p 。式(9)

表明变换后，有色噪声已被白化。 
在变换后的向量空间中，对应 个最大特征值的特征向

量张成信号子空间，其余的特征向量张成(变化后)噪声子空

间，假定 和 代表 的特征向量和特征值，那么 

L

ie iλ yR
1 1
2 2

y i x i i ie e λ− −=R V RV e=       (10) 

设
1
2

'ie
−

=V ie
'e

过程 n 通过 模型 n v m n+ − −  

来产生的。含噪观测值由下式产生 

exp( ( )) ( , )

x m

，则式(10)变为 
'

x i i ie λ=R V             (11) 

这是一个广义特征值问题，可通过SVD方法得到特征向

量，然后通过MUSIC方法获得谐波信号频率。注意到求解式

(11)需要V 而不是 ，这刚好使投影定理能满足这一要求，

因为在式(5)和式(7)中 及 是无法估计到的，而V 通过

累积量投影定理后归一化即可得到。 

2
vσ

23α 24α

5  仿真实验 

计算机仿真实验中非高斯有色噪声 由非高斯 iid

( ,e m AR( (v m

( , )v m n

) 2) , ) 0.9025 ( 2, 2)

( , )e m n=
11 21 1) exp( ( ))n j m n

12 22 2

( , ω ω θ= + +

j m n v m nω ω θ+ + + +     (12) 

实验 1  考虑谐波信号中不存在二次相位耦合

斯有

0.4, 0.7,ω ω= − =  

e m 过程，指数分布是一种非对称分布。

实验结 。 

和非高

色噪声为非对称分布时的情形。 

在式(12)中,  11 120.9, 1.2,ω ω= − = 21 22

( , )n 为指数分布

果如图1所示

iid

 

图 1  谐波信号中不存在二次相位耦合和非高斯有色噪声为 

实验 2  考虑谐波信号中存在二次相位耦合时的情形。 

式

 θ θ π= = 同

实验1；信噪比 ，数据长度为 实验结

仅给出谐波 个谐波

噪比

非对称分布时，模型(1)中的二维频率估计 

(12) 中， 11 12 11 210.6, 2 1.2, 0.4,ω ω ω ω= = = = −  

22 212 0ω= = −

。

果如图2所示。这里 信号中存在两 分量时

的结果，对于三个或更多谐波分量情形，结果完全相同。 

实验 3  考虑非高斯有色噪声为对称分布时的情形。 

.8,ω 1 /6,θ π=  2 12 /3 ；( , )e m n

SNR 3dB= 64 64×

式(12)中， 11 12 21 220.6, 1.2, 1.0, 0.4,ω ω ω ω= − = = = 信

SNR 2dB=− 分，数据长度为 64 64× 。 ( , )e m n 为均匀

v+         (9) 
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布 iid 示。 过程，它是一种对称分布。实验结果如图3所

 

图2  谐波信号存在二次相位耦合时，模型(1)中的二维频率估计 

 

图 3  对称分布非高斯噪声时，模型(1)中的二维频率估计结果 

对基于四阶累积量的方法和三阶累积量的方法进行了

比较

非高斯有色噪声或谐波信号中存在二次相位

耦合
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满意的结果。本文将累积量投影定理推广到二维谐波信号估

计中，有助于它在其他问题中的应用。 
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