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求解电场积分方程的高阶矩量法 

王少刚    关鑫璞    王党卫    马兴义    粟  毅 
(国防科技大学电子科学与工程学院  长沙  410073) 

摘  要：高阶矩量法越来越多地用于求解目标散射问题。该文对高阶矩量法中的若干问题进行了分析。由于高阶矩

量法需处理多重数值积分，该文提出了一种把多重数值积分转化为矩阵乘积的方法。对于矩量法阻抗矩阵的填充，

每次只需计算积分节点上格林函数的值，大大缩短矩阵填充时间，提高了高阶距量法的效能。对奇异(准奇异)积分

的不同处理方法做了总结，并对其优劣做了评价。 
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Solution of the Electric Field Integral Equation Using Higher-Order 
Method of Moments 
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(School of Electronic Science and Technology, National University of Defense Technology, Changsha 410073, China) 

Abstract: The Higher-Order Method of Moments (HO-MoM) is frequently used to calculate the electromagnetic 
scattering, because of its high efficient and accurate. Several issues are analyzed in this paper for using the 
HO-MoM. Firstly, multi-dimension numerical integrations calculated again and again, a novel method is presented 
in this paper to translate integrations to the product of matrices. When the matrix from MoM filled, it is only 
needed to calculated the Green’s function at integral nodes. That will reduces CPU time and increase the efficiency 
of HO-MoM. Secondly, the different methods, used to treat with singular integral or quasi-singular integral, is 
summarized and estimated.  
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1  引言  

频域矩量法是求解散射、辐射问题比较准确的数值方

法。应用较多的为RWG基函数方法，根据求解的方程类型(面

积分或体积分)，需把目标表面剖分为三角面片，或把目标体

剖分为四面体，这种方法称为低阶矩量法，当结果精度要求

较高时，计算时间和内存需求都迅速增大。近几年来，高阶

矩量法[1,2]成为频域矩量法研究的热点。相应的目标面或体用

高阶面或体元素模拟，大大降低了面或体元素数目。处理的

积分方程用高阶基函数离散化，使得未知量数目减少。 

高阶方法主要有两种，一种为Galerkin方法，这种方法

的高阶基函数可归结为两类：高阶插值基函数[3] (interpolate 

basis functions)和高阶叠层基函数 [2](hierarchical basis 

functions)。插值基函数在一系列插值点上记入场值，在一个

插值点上只有一个基函数不为零。这使得基函数在目标网格

上展开阶数为常数，且要求剖分的网格为等尺寸的几何元

素。而叠层基函数要灵活得多，可以在不同的网格上展开不

同阶数。另外一种高阶方法将未知电流用目标表面上的一些

离散点处的电流取样来表示，而积分方程的求解则采用

Nyström方法[4]。但是，该方法要用到局域修正技术：即需
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要利用LU分解或奇异值分解(SVD)方法求解相应的矩阵方

程。在未知量相同的情况下，前一种高阶方法比后者计算精

度要高。本文采用的是高阶叠层基函数。 

高阶矩量法的实现，需要重复处理四重积分(面积分方程)

和六重积分(体积分方程)。这些积分通常用 Gauss-Legendre

等数值方法计算。如果每次都直接计算这些多重积分数值积

分，将大大增加矩阵填充时间，无法充分发挥高阶矩量法的

优势。本文对此提出了一种快速有效的处理方法，把多重积

分转化为矩阵乘积来处理，从而减少矩阵填充时间。此外，

文章第 4 节对积分的奇异(准奇异)问题的不同处理方法做了

总结，并分析了它们的效能。第 5 节对不同金属目标做了数

值计算，验证了多重积分处理的有效性和奇异(准奇异)处理

的正确性。 

2  高阶矩量法原理 

考虑包含任意形状金属物体的电磁散射系统。假设该系

统被一时谐电磁场激励，复场强度为 和 ，角频率为ω 。

金属面上只有电流 ，而磁流 。根据边界条件，建

立电场方程： 

iE iH

SJ 0S =M

[ ]1 1 tan tan
( , , ) 0s

S ε μ ⎡ ⎤+ =⎣ ⎦E J E            (1) 
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其中目标外部媒质的介电常数和磁导率为 和 。式(1)，

式(2)中， 是未知量，通常采用矩量法求解。 
1ε 1μ

SJ

若目标表面(包括介质和金属面)用参数曲面模拟，本文

考虑四边形参数曲面。参数坐标系统 ( , 的定义为：

，P 阶四边形的参数方程可写为 

)u v

1 ,u v− ≤ ≤ 1

0 0

( , ) ( , ) ( , )
P P

ij i j
i j

u v p u p vϕ ϕ
= =

=∑∑r r         (2) 

ijr 是插值节点， 是P 阶第 i 个 Lagrange 函数： ( , )i P uϕ

0, 0,

( 1)
2( , )

P P
k

i
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− −∑ ∑      (3) 

每个四边形表面的电流密度可用基函数表示为 
1 1

0 0 0 0

( , ) ( , ) ( , )
u v u vN N N N

s uij uij vij
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其中基函数 
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这里，− ≤ ，N ， 是多项式电流展开阶数， ，

是未知量。式(1)中电流用式(4)的形式展开，并采用

Galerkin检验方法，得到矩阵方程 ，V 是激励向量，

是 、 组成的未知量向量，Z 中元素化简可写为

1 , 1u v ≤ u vN uijβ

vijβ
=ZI V

I uijβ vijβ [2]  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
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其中下标或上标 表示第 个面片， 表示第n 个面片，

且 

m m n

1 1 1 1

1 1 1 1

( , , , )

( )d d d dm m n n

m m n n

i j i j
m m n n n n m m

i j i j

u v u v g R u v u v

ξ

− − − −
= ⋅∫ ∫ ∫ ∫  (9) 

一 般 地 ， 取 ， 则 。

为标量格林函数。 
u vN N M= = 0 , , ,m m n ni j i j M≤ ≤

( ) /jkRg R e R−=

3  数值积分快速计算方法 

高阶矩量法的实现需要重复计算形如式(9)的数值积分。

式(9)的直接计算将占用大量的矩阵填充时间，对数值积分做

处理，将增加计算效率。 
如果源面片(第n 个面片)和场面片(第 个面片)不是同

一个面片，则式(9)可用Gauss-Legendre数值积分求解。由于

每重积分之间自变量各不相关，取每重数值积分节点数分别

为N ， ， ， 。欲得到精确的积分结果，

节点数满足条件

m

Gum GvmN GunN GvnN
[5]： ， ，

， 。本文取积分节点数：

。单重积分节点用向

量表示为 [ ] ，对应的系数向量为 [ ] 。 

Gum 1N M≥ + Gvm 1N M≥ +

Gun 1N M≥ + Gvn 1N M≥ +

Gum Gvm Gun Gvn 1N N N N M= = = = +

( 1) 1k Mx + × ( 1) 1k MA + ×

式(9)用 Gauss-Legendre 数值积分法表示为 

0 0 0 0

( , , , )

( , , , )

m m n n
M M M M

i j i j
m m n n c d e f mc md ne nf

c d e f

mc md ne nf

i j i j A A AA u v u v

gR u v u v

ξ
= = = =

=

⋅

∑∑∑∑
 (10) 

其中 [ ]( 1) 1, , ,mc md ne nf k Mu v u v x + ×∈ ， [ ]( 1) 1, , ,c d e f k MA A A A A + ×∈ 。

填充矩阵时，Gauss-Legendre 积分节点和系数都不变，只有

标量格林函数 需重新计算。因此，定义矩阵 ，预先

存储积分系数。矩阵元素为 
( )g R uvZ

( , ) m m n ni j i j
uv c d e f mc md ne nfp q A A A A u v u v=Z        (11) 

其中 
( 1)( 1)( 1)

( 1)( 1) ( 1)
m

m n

p i M M M

nj M M i M

= + + +

+ + + + + + j

1)

     (12) 

( 1)( 1)( 1)

( 1)( 1) ( 1)

q c M M M

d M M e M f

= + + +

+ + + + + +        (13) 

定义向量GR ，长度为 ( 1 ，存

储每对面片对积分节点上的标量格林函数值。向量元素为 

)( 1)( 1)(M M M M+ + + +

( ) qjkR

q
eq R
−

=GR                  (14) 

其 中 q 由 式 (13) 决 定 ，  

 。
1,2, ,( 1)( 1)q M M= + +

)( 1)( 1M M⋅ + + ( , , , )q mc md ne nf mq nqR u v u v = −r r ，双线

性四边形面片下，场点 和源点 分别表示为 mqr nqr

mq cm mc um md vm mc md uvmu v u v= + + +r r r r r       (15) 

nq cn ne un nf vn ne nf uvnu v u v= + + +r r r r r          (16) 

定义向量T ，令 ，则向量T 的第 个元素为 uv=T Z GR p
                    (17) ( ) ( , , , )m m n np i j i jξ=T

其中 由式(12)决定。 p

数值积分转化为矩阵乘积，大大缩减矩量法阻抗矩阵填

充时间。使之仅取决于积分节点处标量格林函数的计算。当

未知量较大时，矩阵填充时间远小于方程组求解所花费时

间，这比低阶矩量法要优越。 

4  奇异性积分的处理 

当场面片和源面片比较近时，式(9)出现近似奇异性(准

奇异性)，可采用增加积分节点的方法来处理。若场面片和源

面片是同一个面片，式(9)出现奇异性，必须做奇异处理，即

处理形如式(18)的积分： 
1 1

2 1 1
( ( , , , ))d di ju v g R u v u v u vξ

− −
= 0 0∫ ∫         (18) 

若 ， ，则 。处理方法主要有

两类，一类是基于Duffy变换的数值积分法

0u u= 0v v= 0 0( , , , ) 0R u v u v =
[6]，一类是奇异提

取解析求解法[7]。 
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4.1  数值积分法 

在本地坐标系下，以 ， 为界线，把四边形

分成 4 块，并做变量替换，式(18)变化为 
0u u= 0v v=

4 1 1

2 0 01

( , ) ( ( , )) d di i i
i

f g R Jξ τ η τ η
=

=∑∫ ∫ τ η

β τ η

        (19) 

其中 为线性变换雅克比。应用变换 ， ，式

(19)写为 
iJ 2τ α= 2η β=

4 1 1 2 2 2 2
2 0 01

( , ) ( ( , )) 4 d di i i
i

f g R Jξ α β α β α
=

=∑∫ ∫    (20) 

式(20)只在 ( , 有奇异，但是标量格林函数的奇

异性被 αβ 项抵消，因此可用 Gauss-Legendre 数值积分求

解。 

) (0,0)α β =

4.2  奇异提取解析法 
式(18)被积函数中，引入一个与 奇异性

相同的奇异项

0 0( ( , , , ))g R u v u v

0

1
R

来消去其中的奇异性，而
0

1
R

可用解析公式

计算。 为经过点 曲面切平面上的动点 到

之间的距离

0R 0 0( , )u vr ( , )u v′ ′r

0 0( , )u vr [8]： 
2 2
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其中，度量系数为： 
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式(18)可变化为 
1 1

2 0 0 01 1 0

1 1 1 1

0 0 0 01 1 1 10 0

1( ( , , , )) d d

1 d d d d

i j i j
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0
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R

⎞

⎠

1λ λ×

   (23)                                     

式(23)第 1 项可用 Gauss-Legendre 数值积分求解，第 2 项用

式(22)求解。 

5  数值计算及结果 

该部分计算了 3 个导体目标，验证了本文提出算法的有

效性，评价了不同奇异处理方法在高阶矩量法应用的差异。

所有计算均在 CPU 1.6GHz，内存 512M 的 PC 机上实现。 

5.1  平板 

考虑如图 1 所示理想导体正方形平板，单位幅度 x 负方

向极化电场的平面波垂直入射，入射波长 。平板

尺寸为1 。 

0.3mλ =

 
图 1  垂直入射平面波激励下的平板 

电流展开不同阶数 下，未知量数目为 。若面片

数为 ，公共棱的个数为 ，则  

。采用的 Gauss-Legendre 积分节点数 ，矩阵填

充时间如表 1 所示，其中 是数值积分直接计算耗时，

为采用本文提出方法的耗时。 

M unkN

QN EN unk 2 ( 1)QN N M= − M

EN M+ GN

DT matT

从表 1 可以看到，随着电流展开阶数的增大，数值积分

直接计算时的矩阵填充时间 迅速增大。可以预知，当面

片剖分数目较多时，矩阵填充时间将令人无法忍受的。采用

本文提出的方法，数值积分用矩阵乘积实现，矩阵填充时间

要小得多。 

DT

matT

表 1  不同阶数下的未知量、积分节点数目及矩阵填充时间 

M  unkN  GN  DT (s) matT (s) 

1 2 2 1 0≈  

2 24 3 8 1 

3 60 4 77 2 

4 112 5 443 4 

图 2(a)，2(b)为不同奇异处理方法下平板上沿 AB 段的

电流分布，图中直线为平板剖分为 490 个三角面片，采用

RWG 基函数的计算结果。电流展开阶数 。 4M =
从图 2(a)看到，在不同数值积分节点下，采用奇异提取

解析方法求解的电流分布差别不大。这里与RWG方法不同，

由于平板剖分的面片数比较少，平板边界棱的影响不可忽

略，因此，高阶方法比RWG方法结果差些。欲得到更精确

的结果，需对边界电流模型做特殊处理[9]，或者增加面片数

目(见 5.2 节中圆盘算例)。图 2(b)中，数值积分节点数较少

时 ( )，结果精度较低。当增加积分节点数目

( )，有可能得到近似正确的结果(除去边界孤立棱的 
5GN =

6N =G

 
图 2 
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影响)，但要比采用较少积分节点的奇异提取解析法(图

2(a) 情况)结果差。继续增加积分节点( )，由

于受奇异点的影响，结果精度又开始降低。 

5GN = 7GN =

5.2  圆盘 

如图 3 所示理想导体圆盘，单位幅度 正方向极化电场

的平面波垂直入射，入射频率 。圆盘直径为 0.3m。

采用奇异提取解析法做奇异处理。图 4 为 时电流不同

展开阶数下的双站 RCS 与剖分 1059 个三角面片 RWG 方法

的比较。RWG 法耗时 ，M=3 时本文方法耗时1 2 。 

y

4GHzf =

0ϕ = °

7 13′ ′′ 6′ ′′

 

图 3  垂直入射平面波激励下    图 4  不同阶数导体球双站 RCS 

计算结果可以看到，虽然圆盘表面仍有边界棱存在，未

对边界电流模型做特殊处理，但由于剖分的面片数目比较

多，边界棱对圆盘整体电流分布影响不大，仍可以得到精度

较高的结果。 

5.3  导体球 

球体半径 0.06m。为了得到剖分质量较高的网格，首先

建立一个正方体，使得正方体中心与球心重合。然后，剖分

正方体表面为许多正方形，正方形的 4个顶点投影到球面上，

作为在球面上剖分的双线性四边形。如图 5 示，共剖分 96

个双线性四边形。 

入射平面波为 正方向极化，向 正方向传播，频率为

。采用不同电流展开阶数计算的 时双站

RCS 与 Mie 级数计算结果如图 6 示。 

x z

5.0GHzf = 0ϕ = °

在入射波频率下，球体半径为1 ，平均每个面元的边

长为 (图 5)， 的求解结果已近似于解析值。 

λ
0.4λ 2M =

 
图 5  导体球剖分示意图      图 6  不同阶数导体球双站 RCS 

6  结束语 

本文分析了求解电磁散射的高阶矩量法，对其实现中的

若干问题进行了分析。提出了一种多维数值积分的快速高效

实现方法，提高了高阶矩量法的效率。对不同的奇异积分处

理技术在高阶矩量法中的应用做了效能评价，数值积分的奇 

异处理方法对积分节点数目较敏感，奇异提取解析方法较准

确。从圆盘及导体球算例中都可看到，当面片尺寸为 时，

二阶矩量法即可得到较精确的结果。 

0.5λ
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