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摘  要：该文提出了一种新的用于非线性非高斯系统状态估计的粒子滤波算法。首先通过基于数值积分的差商滤波

器产生重要密度函数，由于这些重要密度函数结合了最新的观测数据，这样采样得到的样本更接近于系统状态的真

实后验概率，因此其性能优于标准的粒子滤波算法。最后给出了理论分析和仿真结果，验证了该算法的有效性。 
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Abstract: This paper introduces a new particle filter for nonlinear and non-Gaussian systems.The divided 
difference filter based on numerical integration is used for generating the importance density functions.As it  
integrates the new observations into system state transition density,which approximates to the state posterior 
density , the proposed particle filter has the better performance than the conventional one. Finally, the validity of 
this method is well verified by the computer simulations. 
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1  引言  

目标跟踪系统是声呐、雷达和机器人等系统的重要组成

部分之一，其主要功能是通过能够完成递归目标状态估计的

滤波器在线确定目标的数量、位置和运动轨迹等，以便完成

实时监视、制导及避障等任务。因此滤波器的性能好坏直接

制约着系统的性能。 
Kalman 滤波器是由卡尔曼于 1960 年提出的一种基于

最小均方误差准则适合高斯噪声线性系统状态估计的最优

滤波器。而实际问题总是呈现出不同程度的非线性，为此，

不少学者考虑采用扩展卡尔曼滤波 (Extended Kalman 
Filter，EKF)算法，其基本思路就是用线性系统近似实际问

题中的非线性系统，仍遵循卡尔曼滤波经典框架(包含“预测

和修正”两个关键部分，利用系统状态和观测量的有关统计

参量)，用截断的泰勒级数估计系统的有关统计参量(这些参

量估计的精确度直接影响着系统的滤波性能)。尽管 EKF 在

解决非线性系统的滤波问题方面取得了一定的成效，但其仍

存在明显的缺陷：雅可比矩阵推导的复杂性使得许多应用实

现困难；当采样周期不足够小使得局部线性的假设不成立

时，会造成逼近精度急剧下降导致滤波器性能严重降低甚至

引起滤波器发散。 

因此，各国的学者将目光转向了一种能够用于非线性非
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高斯系统、通过序贯蒙特卡洛(Sequential Monte Carlo, SMC) 

重要采样模拟进行滤波的新型滤波器，即粒子滤波器

(Particle Filtering,PF)，并成功应用于目标跟踪、故障诊断、

模型确定和参数估计等领域[1–11]。PF不受系统状态函数、观

测函数形式的影响，而且并不像卡尔曼滤波那样严重依赖于

后验概率的闭合解析式，其主要的思路是通过重要函数产生

带权样本(粒子)来逼近系统状态的真实后验概率分布，但并

不是每一个系统都能够从后验概率中直接采样，因此需要设

计重要函数尽可能接近系统状态真实后验概率[7,12,13]。 

差商滤波器是一种以Stirling插值公式为基础构建的滤

波器，在序贯滤波中能准确地捕获并传递系统状态的真实分

布，这在文献[14–16]中已得到了证实。基于此，本文提出了

一种新的基于数值积分的粒子滤波器，即使用差商滤波器[1,2]

产生重要概率密度函数，并从中进行序贯重要采样逼近系统

状态后验概率，依次得到系统在各个时刻的状态估计值。 

2  问题描述与粒子滤波 

2.1  问题描述与贝叶斯滤波 

为定义非线性滤波问题，首先引入状态空间模型： 

1 1 1( ,k k k kf − − −=x x v                (1) 

( , )k k k kg=y x w                  (2) 

其中 为系统在 时刻的状态函数， 为系统在

时刻的观测函数， 是 时刻维数为 的系统状

1(, )kf − ⋅ ⋅ 1k − (, )kg ⋅ ⋅
k xd

k R∈x k xd
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态向量； 是在 k 时刻维数为 的系统过程噪声；

是在 时刻得到的维数为 的观测样本；

是在 时刻维数为 的系统观测噪声；过程噪声与观测噪声

相互独立，已知 为系统状态向量的初始概率。滤波的

目的就是从依次得到的观测样本 中递归得

到对应时刻的系统状态 。 

1
vd

k R− ∈v vd
yd

k R∈y k yd wd
k R∈w

k wd

0( )p x

1{ , , }k =Y y yk

k

1{ , , }k k=X x x
贝叶斯(Bayes)滤波 [5,13]根据观测样本

递推计算状态 取不同值时的置信度

1{ , , }k =Y y y

kx ( k kp x Y ) (即后验概

率)，然后获得当前状态 在最小均方误差准则下的最优估

计： 
kx

MMSEˆ { } ( )dˆ k k k k k kk k E p= = ⋅∫x x Y x x Y x       (3) 

2.2  粒子滤波 

粒子滤波符合上述贝叶斯滤波思想，其不同之处在于：

根据概率分布 ( k kp x Y )

N

进行序贯蒙特卡洛重要采样，抽取N  

个带权的样本 ，这里 ，这样 {( , ), 1, , }i i
k k iω =x 1

N
i
k

i

ω =∑
在 时刻可以得到后验概率密度的加权近似： k

0: 1: 0: 0:
1

(̂ ) (
N

i
k k k k k

i

p ω δ
=

≈ −∑X Y X X )i          (4) 

δ 为 Dirac 函数，这样式(3)的估计更改为 

MMSE

1

ˆ ˆ
N

i i
k kk k

i

ω
=

=∑x x                  (5) 

式(5)的有效性可以通过大数定律来保证，即要求N 为

一个较大的数。而在 时刻的采样值可以从 k 时刻的采

样值和式(1)获得，同时修改 时刻各采样点的权值。由

于存在退化现象，所以需要借助再采样的方法进行样本选

择，由于再采样是独立同分布的，这样样本的权值被重新设

置为

1k +
1k +

1i
k Nω = 。 

3  基于数值积分的粒子滤波器 

3.1  改进思路 

从后验概率 1( ,k k kp −x x y )直接采样可以使得滤波的结

果具有最小的均方误差；但是，一般从后验概率直接采样是

不可能的，这样我们只能从一个已知、且容易采样的建议分

布 1( ,k k kq −x x y )进行采样。因此如何选择重要密度函数就成

为一个至关重要的问题。 

将最新观测数据纳入到重要密度函数中，减小从重要密

度函数得到的采样样本与从后验概率直接采样的样本的误

差，从而可以提高采样的准确性，进而改善滤波的性能。基

本思路就是通过一个能够在单个粒子的滤波中更为准确地

捕获系统当前状态均值和方差的滤波器进行再采样，得到更

优的采样样本。 

3.2 差商滤波[14–16]

3.2.1 差商滤波机理  类似于EKF，差商滤波器[14–16]亦遵循

Kalman滤波的经典框架(包含“预测和修正”两个关键部分,

利用系统状态和观测量的有关统计参量)，但不同之处在于：

差商滤波器是一种以Stirling插值公式为基础构建的滤波器，

其采用偏差分算子构建多项式(核心是计算一组给定“样本

点”的函数值)逼近非线性方程的导数以避免求导运算，此外

由于其在近似系统相关统计参量的过程中考虑了系统状态

等随机变量的统计特性(用于生成“样本点”)，因此该方法

可以获得更高的逼近精度，另外该滤波器不需要进行雅可比

矩阵的推导和计算，仅需要计算有限个数的函数值，计算简

单，但是又能够用较少的差商阶次来逼近泰勒函数的高阶。 

差商滤波器滤波过程为：通过上一时刻状态估计的有关

统计量(状态估计值和协方差矩阵)生成一组确定的样本点

(由状态估计值及协方差矩阵 Cholesky 分解得到的向量线性

叠加组成)，计算状态预测值及相应的预测协方差矩阵，完成

“预测”部分；在“修正”步骤中，通过状态预测值及预测

协方差矩阵产生样本点，计算观测预测值、互协方差矩阵、

卡尔曼增益矩阵及“新息”，更新状态估计值及协方差矩阵，

重复上述过程，完成整个观测时间内的滤波功能。 

3.2.2 借助差商算子估计非线性函数统计特性  由 3.2.1 节可

以看出，差商滤波的核心是利用偏差分算子估计非线性变换

的统计特性。关于差商滤波的详细描述见文献[14, 16]。本小

节以 维随机变量x (均值xd x 和协方差阵 已知)为例，描

述如何求x 的非线性变换 的统计特性

xP

( )F=z x [14,16]。定义x
的非线性变换 在( )F=z x =x x 的 2 阶插值形式(这里限制

到 2 阶多项式近似)为  

21
( )

2!
F D F DΔ≈ + +xz x FΔx            (6) 

其中 1 阶，2 阶差商算子为 

1

1
( ( ( ( ))))

xd

p p
p

D F F
hΔ
=

= ∑x xμ δ                   .(7) 

2
2

1

1 1,

1
( ( ( ( ))))

( ( ( ( ( ))))) (8)

x

x x

d

p p
p

d d

p p q q
p q q p

D F F
h

F

Δ
=

= = ≠

=

+

∑

∑ ∑

x x

x

δ δ

μ δ μ δ
 

设h 为步长， 为协方差矩阵 进行 Cholesky 分解

后因子矩阵的第 个列向量，定义在

,pxe xP

p =x x 的偏差分算子

， 分别为 pδ pμ

,2 2p x p x p
hF F

⎛ ⎞ ⎛⎟⎜ ⎜= −+ −⎟⎜ ⎜⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝x e x eδ ,
h ⎞⎟⎟⎟⎠            (9) 

,
1
2 2 2p x p x p

h hF F
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎜= ++ − ⎟⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎝ ⎠ ⎝⎝ ⎠
x e x eμ ,

⎞⎟⎟⎟⎠        (10) 

对于随机变量x 的非线性变换 ，无法直接计算

均值及协方差矩阵，借助以上的差商算子和偏差分算子可以

近似 的均值和协方差矩阵： 

( )F=z x

( )F=z x
2

, ,2 2
1

1( ) ( ( ) ( ))
2

xd
x

x p x p
p

h d
F F h F h

h h =

−
≈ + + + −∑z x x e x e (11) 
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3.3  基于数值积分的粒子滤波 

在 时刻基于数值积分的粒子滤波算法的一次循环步骤

表述为 

k

步骤 1  重要采样步骤   对粒子 进

行差商滤波，得到其均值和方差估计值：

For 1, ,i = i
kx

,
ii

k kx S ；即以均值

为 ，方差为 对应的高斯分布作为重要概率密度函数，

根据该重要函数进行采样，得到服从该高斯分布的预测样本

为

i
kx

i
kS

( ) ( ) ( )
0: 1 1:~ ( , ) ( , )

ii ii i
k kk k k kq N− =x x x y x S ； 

For 1, ,i = N 计算每个粒子 的权值： ( )i
kx

( ) ( ) ( )
1

1 ( ) ( )
0: 1 1:

( ) (

( ,

i i i
k kk ki i

k k i i
k k k

p p

q
ω ω

−
−

−

=
y x x x

x x Y

)

)
 

并计算归一化权值：

1

ˆ

ˆ

i
i k
k N

i
k

i

ωω
ω

=

=
∑

。 

步骤 2  再采样  再采样的目的在于减少权值较小的样

本，而把注意力集中在大权值的样本上。其思想类似于图像

处理中的直方图均衡化，通过对后验概率密度 1:( )k kp ≈x Y  

( )

1

ˆ( )
N

i
k k k

i

ω δ
=

−∑ x x i 再采样 次，产生新的样本，但仍保持原 N

来样本的概率分布。由于再采样是独立同分布的，权值被重

新设置为 。 1/N

步骤3  系统状态估计  根据式(5)即可获得系统的状态

估计，同时将步骤 2 产生的新样本作为 时刻新的采样

值，转入步骤 1。  

1k +

4  实验结果及分析  

4.1  实验 1 

选择单变量非平稳生长模型[10](Univariate Nonstationary 

Growth model，UNG)作为实验模型；UNG模型是一个高度

非线性、双模模型，该模型的动态状态空间 (Dynamic State 

Space，DSS)方程可以描述为 
1

1 2
1

0.5 25 8 cos(1.2( 1))
1

k
k k

k

xx x k u
x
−

−
−

= + + − +
+ 1k−   (13) 

2

, 1,
20

k
k k

x
y w k= + = ,T

2
wσ

0

                     .(14) 

其中 ，从式(14)可以看出，当给

定 时， 有两种可能取值(双模)；式(13)，式(14)中都存

在二次函数。这样的模型是一个较难解决的问题。取

，产生观测数据 ，

取步长

2~ (0, ), ~ (0, )k u ku N w Nσ

ky kx

0 0.1,x = 2 20.01, 0.01u wσ σ= = 1: , 6Ty T =

3h = ，粒子数 。 200N =

系统状态的估计采用均值估计器，即 

1

1ˆ
N

j
k

j

x
N =

= ∑ kx                  (15) 

一次独立实验的均方误差定义为 
1/ 2

2

1

1 ˆ( )MSE
T

k k
k

x x
T =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟−= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∑           (16) 

取状态的初始估计值为 对 .进行估计。我们基

于MATLAB对本文提出的PF-DDF算法针对该模型进行了

50 次独立的仿真，为便于比较，我们对扩展卡尔曼滤波

(EKF)，粒子滤波( PF)，基于 UKF 产生重要密度函数的粒

子滤波器(PF-UKF)在相同的条件下也进行了 50 次独立实

验。这 3 种滤波器均方误差的均值和方差，如表 1 所示，其

中的一次独立实验如图 1 所示。 

0̂ 0x = kx

 
图 1  一次独立的系统状态估计 

表 1  均方误差的均值和方差 

均方误差 
算  法 

均 值 方 差 

EKF 1.823 0.593 
PF 0.350 0.055 

PF-UKF 0.247 0.029 
PF-DDF 0.212 0.021 

4.2  实验 2 
使用本文建议算法对非线性、非高斯系统状态进行估

计。采用与文献[7,12]相同的系统模型： 

11 sin(0.4 ( 1)) 0.5k kx k xπ −= + − + + ku

,T

x =

x =

          (17) 
20.2 , 30

, 1,
0.5 2 , 30

k k
k

k k

x w k
y k

x w k

⎧⎪ + ≤⎪⎪= =⎨⎪ − + >⎪⎪⎩
    (18) 

其中，过程噪声 ，观测噪声  

，采用两个不同阶次观测模型对系统状态进行观

测，观测时间为 。取 ,，产生观测数据 1:T ，

在实验中，取状态的初始估计值为 1 对 kx 进行估计，取

步长

~ Gamma(3,2)ku ~ (0,kw N

0.00001)

60T = 0 1 y

0̂

3 ，粒子数 0 。我们基于MATLAB对本文

提出的PF-DDF算法针对该模型进行了 50 次独立的仿真，为

便于比较，我们分别采用扩展卡尔曼滤波(EKF)，Unscented 

卡尔曼滤波(UKF)，差商滤波器(DDF)，高斯-厄米特滤波器

(GHF)，粒子滤波器(PF)及基于EKF

h = N = 20

[13]，UKF[12]，GHF[7]产

生重要密度函数的新粒子滤波算法在相同的条件下也进行

了 50 次独立实验，得到这几种滤波器均方误差的均值和方

差，如表 2 所示；其中的一次独立实验中基于PF，PF-EKF，

PF-UKF，PF-DDF的实验结果如图 2 所示。 
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图 2  一次独立的系统状态估计 
表 2  均方误差的均值和方差 

均方误差 
算  法 

均 值 方 差 
EKF 0.374 0.0151 
UKF 0.340 0.0137 
GHF 0.315 0.0125 
DDF 0.328 0.0132 
PF 0.282 0.0453 

PF-EKF 0.271 0.0164 
PF-UKF 0.074 0.0083 
PF-DDF 0.027 0.0035 
PF-GHF 0.023 0.0029 

从以上的实验可以看出，在非线性、非高斯场合，粒子

滤波算法明显好于一般的滤波算法，如扩展卡尔曼滤波

(EKF)，Unscented 卡尔曼滤波(UKF)，差商滤波器(DDF)，

高斯-厄米特滤波器(GHF)；而基于EKF，UKF，DDF，GHF

产生重要密度函数的粒子滤波算法由于利用了最新的观测

数据，因此对状态的估计精度要好于标准的粒子滤波算法，

但随之也增加了算法的复杂度，适合对估计精度要求较高的

场合，其中基于差商滤波器(DDF)的新粒子滤波算法的滤波

效果优于基于EKF，UKF产生重要密度函数的粒子滤波算

法，缘于其能够通过简单的差商数值积分捕获更接近于真实

状态的均值和各类方差值，从而提高了滤波的效果；本文建

议算法与基于GHF产生重要密度函数的粒子滤波算法[7]滤波

能力相当。 

5  结束语 

本文提出一种基于差商滤波器产生重要密度函数的新

的粒子滤波算法。由于差商滤波器能够更准确地捕获和传递

非线性变换的均值和方差，因此基于该方法产生的重要密度

函数更能准确地逼近系统状态的真实后验概率，从而提高粒

子滤波算法估计系统状态的准确性，适于在非线性程度较高

和重尾噪声场合中及非高斯系统中使用。下一步的研究将结

合浅海中目标跟踪背景，考虑采用本文建议算法用于浅海中

目标的跟踪。 
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