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有限平面 LDPC 码的停止集 
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摘  要：有限平面 LDPC 码是一类重要的有结构的 LDPC 码，在利用和积算法(SPA)等迭代译码方法进行译码时

表现出卓越的纠错性能。众所周知，次优的迭代译码不是最大似然译码，因而如何对迭代译码的性能进行理论分析

一直是 LDPC 码的核心问题之一。近几年来，Tanner 图上的停止集(stopping set)和停止距离(stopping distance)

由于其在迭代译码性能分析中的重要作用而引起人们的重视。该文通过分析有限平面 LDPC 码的停止集和停止距

离，从理论上证明了有限平面 LDPC 码的最小停止集一定是最小重量码字的支撑，从而对有限平面 LDPC 码在迭

代译码下的良好性能给出了理论解释。 
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On the Stopping Sets of Finite Plane LDPC Codes 
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Abstract: Finite plane LDPC codes are important structured LDPC codes, which have excellent performance 
under iterative decoding algorithm. It is a key problem that to evaluate the performance of LDPC codes under 
iterative decoding. Recently, the stopping sets and stopping distance of Tanner graph are of interests in 
performance evaluation. In this paper, the smallest sets of finite plane LDPC codes are studied. It shows that for 
finite plane LDPC codes, a smallest stopping set is the support of a codeword. These results give positive 
consequences for the good performance of finite plane LDPC codes under iterative decoding. 
Key words: Low-Density Parity-Check (LDPC) codes; Finite geometry; Iterative decoding; Stopping set; Stopping 
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1  引言  

低密度校验(LDPC)码是一类线性(分组)码，LDPC码由

于在许多信道中具有接近香农限的纠错性能并有可实现的

译码而受到极大的关注。LDPC码是通过低密度校验矩阵定

义的一类线性码。设C为二元[n,k,d]线性码，其中n为码长，

k为维数，d为极小距离，设C的校验矩阵H是一个m×n矩阵，

H的行可以是相关的，但必须满足rank(H)=n−k。一个二元

向量的支撑是指该向量非零分量位置的集合。对于线性码C
的每个校验矩阵H，都有一个一一对应的图表示，称为

Tanner图，记为 , girth定义为Tanner图中的最小圈长，

girth一定是不小于 4 的偶数，通常认为girth越大，迭代译码

的性能越好。容易看出， 的girth等于 4 的充要条件是H
存在两行在某两个位置都为 1。给定LDPC码的校验矩阵H，

其译码可在 上通过迭代的消息传递算法进行，和积算法

(Sum Product Algorithm，SPA)

HG

HG

HG
[1]是其中最有名的一种。二

元码的纠错性能是用“译码错误概率”来衡量的，对于同一
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个二元码，不同的译码算法得到的译码错误概率是不同的，

在所有码字等概率发送的条件下，最大似然译码是使得译码

错误概率最低的最优译码，但对于线性码，最大似然译码一

般是不可行的NP完全问题，和积算法在校验矩阵中 1 的“密

度”很低时是一种可行的次优译码，是目前最好的可行译码

算法之一。对于固定的线性码，如果校验矩阵(或其Tanner

图)选择的好，那么和积算法可能会很卓越，甚至与最大似然

译码相差无几，否则和积算法可能会很差。因此从迭代译码

的角度来看，构造好的LDPC码的主要问题是构造一个好的

校验矩阵。 

有限几何LDPC码是一类重要的有结构的LDPC码[2,3]，

在利用和积算法(SPA)等迭代译码方法进行译码时表现出卓

越的纠错性能。众所周知，次优的迭代译码不是最大似然译

码，因而如何对迭代译码的性能进行理论分析一直是LDPC

码的核心问题之一。近几年来，关于LDPC码的性能分析有

了较大进展，许多新的概念在译码的框架下被提了出来，停

止集(stopping set)和停止距离(stopping distance)是其中重

要的两个。本文通过分析有限平面LDPC码的停止集和停止

距离，从理论上证明了有限平面LDPC码的最小停止集一定
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是最小重量码字的支撑，从而对有限平面LDPC码在迭代译

码下的良好性能给出了理论解释。 

2  有限几何 LDPC 码和停止集 

Kou, Lin, Fossorier[2]在 2001 年利用有限几何的方法首

次构造了有结构的LDPC码，引起极大关注。其中有限平面

LDPC码至今都是最好的LDPC码之一，有限平面LDPC码的

girth为 6。有限几何分为射影几何和仿射几何两大类，仿射

几何又称为欧氏几何。有限几何可以通过有限域 来构造，

设PG(m,q)表示 上的m次射影几何，AG(m,q)表示 上的

m次仿射几何。m=2 时，有限几何称为有限平面。 

qF

qF qF

射影平面PG(2 有以下性质,2 )s [2]：PG(2 包含n个点，

n 条线， , 为 点线关联矩阵

(incident matrix)；每条线有 2 个点， 的行重

; 每个点在 条线上， 的列重  

; 任意两条线交于唯一一点，girth>4(实际上girth=6)；

以 为校验矩阵的LDPC码称为射影平面LDPC码 , 

极小距离 ，维数 。 

,2 )s

4 2s sn = + +1

s

s

1

1 s

d

d

n

)u

PGH n n×
1s + PGH

2 1sρ = + 2 1s + PGH 2sγ =
1+

PGH PGC

=2 2sd + 4 3 2s sk = − +
仿射平面AG(2,2 )s [2]包含 个点，4 条线，每条线

有 个点，每个点在 2 条线上。在这里本文做一点小的

改动。去掉AG(2 中任意一点及经过该点的 条线，

剩余部分的点线关联矩阵记为 , 满足以下性质

4s 2s +
2s 1s +

,2 )s 2 1s +

AGH [2]：

为 矩阵， ; 每条线有 个点， 的行重

; 每个点在 2 条线上的列重 ; 任意两条线要

么交于唯一的一点，要么平行，girth>4(实际上girth = 6)；

以 为校验矩阵的LDPC码称为仿射平面LDPC码 , 

极小距离 , 维数 。 

AGH
n n× 4sn = − 2s

AGH
2sρ = s 2sγ =

AGH AGC

2sd = + 4 3sk = −

设C为二元[n,k,d]线性码，其中n为码长，k为维数，d为

极小距离。设H为C的校验矩阵，H为C中最小码字(即重量

为d的码字)的个数。众所周知，当信噪比(SNR)较大时，线

性码C最大似然译码的译码错误概率主要依赖于d和 。当d

较小时，C的错误概率曲线将会出现所谓的“地板效应”(error 

floor)，增加线性码的极小距离是消除或减少地板效应的有效

手段。次优的迭代译码不是最大似然译码，其性能不适宜这

样来刻画。文献[5–7]定义了校验矩阵H(或其Tanner图)的停

止集，停止集S是位置集合{1,2,3 , n}的子集，使得H在S

上的投影不包含重量为 1 的行，停止集元素个数的最小值称

为停止距离，记为s(H), 设 为最小停止集(即包含s(H)

个元的停止集)的个数。从Tanner图的观点来看，停止集S是

变量节点的子集使得S的邻居N(S)中的每一个校验节点与S

相连的边数大于等于 2。文献[5]指出在二元删除信道(BEC)

中的迭代译码完全依赖于停止集。在其他信道中，停止集和

停止距离也起着重要的作用，反映了迭代译码的效率和性能

dA

,

( )sB H

[7]。s(H)与 在迭代译码中起着类似于d和 在最大似

然译码中的作用。所以我们应该选择适当的校验矩阵H, 使

得s(H)尽量大而且 尽量小。容易知道，由于码字一定

满足校验方程，故任何码字的支撑都是一个停止集，所以对

任意校验矩阵H都有 , 另一方面，Schwartz和

Vardy

( )sB H dA

( )sB H

( )s H d≤
[7]证明只要仔细选择校验矩阵H，上述上界是一定可以

达到的，即s(H)=d, 此时我们记 为 。由于最小

重量码字的支撑同样是停止集，故对任何使得s(H)=d的校验

矩阵H都有 。我们能使 达到最小值

吗？在后面的部分，我们将证明 和 正是使得有限

平面LDPC码达到s(H)=d且  的校验矩阵！  

( )sB H ( )dB H

( )dB H A≥ ( )dB H dA

PGH AGH

( )dB H dA=

3  主要结果 

设C为二元[n,k,d]线性码，其中 n 为码长，k 为维数，d

为极小距离, 设H为C的一个 校验矩阵。 m n×
定义 1[7]  停止集S是位置集合{1,2,3 , n}的子集，使

得H在S上的投影不包含重量为 1 的行。停止集元素个数的

最小值称为停止距离，记为s(H)，换句话说，停止距离是最

大整数s(H)，使得H中任意s(H)–1 或更少的列包含至少一个

重量为 1 的行。 

,

由于H中任意s(H)–1 或更少的列包含一个重量为 1 的

行，故H的任意s(H)−1 列线性无关，所以 。从另

一个角度看，H的每一行表示一个校验方程，由于每一个码

字一定满足所有m个校验方程，故H的每一行在码字支撑上

一定具有偶数个 1，所以码字支撑必然构成停止集，因此

对任意校验矩阵H都成立。对于任何信道，大的停

止距离对于迭代译码的性能至关重要

( )d s H≥

( )s H d≤
[5]。文献[7]给出了以下

重要结果：任给校验矩阵 , 一定可以通过增加 的行得

到新的校验矩阵H使得停止距离s(H)达到上界d。由于最小重

量码字的支撑同样是停止集，故立刻有以下引理。 

0H 0H

引理 1  设 C 为二元[n,k,d]线性码，其中 n 为码长，k

为维数，d 为极小距离。设H为使得 s(H)=d 成立的校验矩

阵, 则 , 其中 为 C中最小码字的个数， 为

H中最小停止集的个数。 
dA B≤ dA ( )dB H

有限平面 LDPC 码的非凡之处在于标准构造中的校验

矩阵 和 恰好达到最优的情形，即 s(H)=d 且

, 我们认为这是有限平面 LDPC 码在迭代译码

下表现出色的原因之一。为证明这个结论，我们需要以下定

理。 

PGH AGH

( )d dA B H=

定理 1  设 C 为二元[n,k,d]线性码，其中 n 为码长，k

为维数，d 为极小距离。设 H为 C 的校验矩阵，H满足以

下正交性质：对每一个位置 , H 中存在 行

( )在第 i位为1, 在其他位置该 行至多有一行为1, 则

H 的任意 u 列(1 )至少包含 个重量为 1

的行，故有 。 

,1i i≤ ≤ γ
1γ ≥ γ

u γ≤ ≤ ( 1u γ + −

( ) 1s H γ≥ +

证明  对固定的 ，令H(u)为由H的任意 u

列组成的m 矩阵。由正交性，H(u)存在 行其第 1 个分

量为 1，而其他分量至多有一个为 1。现在，我们通过两种

方法计算 H(u)的这 行中 1 的总数。从列来数，由正交性

,1u u γ≤ ≤
u× γ

γ
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知 1 的总数至多为 。另一方面，从行来数，假设 x

是这 行中重量为 1 的行数，则有 行重量大于等于 2，

故 1 的总数至少为 。因此，  

( 1uγ + − )

x x xγ+

) u

)u )

)

)

)

7

1

15

γ xγ −

2( )x γ+ − 2( )− ≤

( 1uγ + − , 即 , 换句话说, H(u)至少包含

个重量为 1 的行，而且这些行的第 1 个分量为 1。

同理，H(u)至少包含 个重量为 1 的行，而且这些

行的第 2 个分量为 1。以此类推，H(u)至少包含 个

重量为 1 的行，而且这些行的第 u 个分量为 1。显然，H(u)

的这些重量为 1 的行是两两不同的，所以 H(u)包含至少

个重量为 1 的行。由1 ,  

1x γ≥ + −
1 uγ + −

1 uγ + −
1 uγ + −

( 1u γ + − ( 1u u uγ γ≤ ≤ + − ≥

1γ ≥ ， 所以 H 中的任意 或更少的列至少包含一个重量

为 1 的行，由定义 1 知 。            证毕 

γ

( ) 1s H γ≥ +

注 1  从文献[8]可以导出s(H)大于等于“最小伪重量”。

LDPC码的伪码字和伪重量涉及到线性规划译码[8,9]，定义比

较复杂，限于篇幅本文不做详细解释。从文献[10,11]可知，

若H的girth大于 4，则最小伪重量大于等于H中列的最小重

量加 1。因此，对于满足这些条件的LDPC码，例如有限平

面LDPC码，同样可以得到定理 1 中 的结论。 ( ) 1s H γ≥ +

注 2  满足定理 1 的线性码实际上是一步大数逻辑可译

码，所以必然有 1d γ≥ + [4]。这说明所有的一步大数逻辑可

译码都具有较大的停止距离，因此可用来构造LDPC码。由

于 , 故对一步大数逻辑可译码来说 隐含

。 

( )s H d≤ 1d γ= +
( )s H d=

定理 2  设 C 为二元[n,k,d]线性码，其中 n 为码长，k

为维数，d 为极小距离。设H为C的校验矩阵，H的 girth

大于 4，且最小列重量为 。如果 ，则 ，

其中 为C中最小码字的个数， 为H中最小停止集

的个数。 

γ 1d γ= + ( )d dB H A=

dA ( )dB H

证明  由于 H的 girth 大于 4，且最小列重量为 ，易

知 H 满足由定理 1 中的正交条件，故 。又由

和 知 s(H)= 。令 S 为任意一个最小

停止集，下面我们证明 S 一定是最小码字的支撑，即 S 的关

联向量 ( 在 S 中的位置为 1，在其他位置为 0)一定

是一个码字。令H(S)为H在 S 上的投影。我们将证明H(S)

的每一行重量要么是 0 要么是 2，从而得出 一定是一个

码字。 

γ

( ) 1s H γ≥ +

( )s H d≤ 1d γ= + 1γ +

( )Sχ ( )Sχ

( )Sχ

H(S)有 列，设 b是H(S)中任意一个重量非零行。 

设 =1, 其中1 j 。由于H(S)的第 j 列重量不小于

，故存在不同于 b的 行，其第 j个分量为 1，取该

行与 b一起构成矩阵H(S, j)，显然H(S, j)为 矩

阵，girth 大于 4，第 j 列为全 1 列，其它列至多有一个 1。

现在我们计算H(S, j)中 1 的总数。从列来数，H(S, j)的第 j

列有 个 1，其它列至多有一个 1，故 1 的总数至多为 2 。

另一方面，由于 S 是一个停止集，而且 H(S, j)的每一行重

量非零，故H(S, j)的每一行至少有 2 个 1，这样 1 的总数至

少为 。因此，H(S, j)一定满足下面的性质：第 j 列有 个

1，其它每一列恰有 1 个 1，而且每一行恰好有两个 1。所以

b恰有 2 个 1，即H(S)中任意一个重量非零行都恰有两个 1。

因此，H(S)的每一行重量要么是 0 要么是 2，从而满足H中

所有的校验方程，即 一定是一个码字。     证毕 

1γ +

jb +1γ≤ ≤
γ 1γ − 1γ −

( 1γ γ× +

γ γ

2γ γ

( )Sχ
容易验证，有限平面 LDPC 码满足定理 2 的条件，所以

我们有以下推论： 

推论 1  设 PG(2 是一个射影平面，则以 为校

验矩阵的射影平面 LDPC 码 一定满足：  

。 

,2 )s
PGH

PGC PG( )s d= =H

PG2 2, (s
d dA B+ = H

推论 2  设 AG(2 是一个仿射平面，则以 为校

验矩阵的仿射平面 LDPC 码 一定满足：  

。 

,2 )s
AGH

AGC ( )AGs d= =H

AG2 1, (s
d dA B+ = H

注 3  文献[6]讨论了组合设计 LDPC 码的停止集，并对

于有限平面 LDPC 码得到了停止距离等于极小距离的结果，

但没有进一步研究 是否等于 的问题。 dA ( )dB H

例 1  考虑 PG(2,2)， 是一个[7,3,4]线性码，校验矩

阵H为一个循环 7×7 的矩阵，首行为 (1, 1, 0, 1, 0, 0, 0)。

停止集分布为 , 重量分布为 , 满

足 s(H)＝d＝4, 。 

PGC

4 61 7 7x x x+ + + 41 7x+

( ) 7d dA B H= =

例 2  考虑 AG(2,4)， 是一个[15,7,5]线性码，校验

矩阵H为一个循环 15×15 的矩阵，首行为 (1, 1, 0, 1, 0, 0, 

0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)。停止集分布为 

AGC

5 6 7 8 9 10 1

12 13 14 15

1 18 30 15 105 325 513 705

395 105 15 ,

x x x x x x x

x x x x

+ + + + + + +

+ + + +
 

重量分布为 
5 6 7 8 9 101 18 30 15 15 30 18x x x x x x x+ + + + + + + ， 

满足 s(H)=d=5, 。 ( ) 18d dA B H= =

4  结束语 

本文研究了有限平面 LDPC 码的停止集和停止距离，从

理论上证明了有限平面 LDPC 码的最小停止集一定是最小

重量码字的支撑，从而对有限平面 LDPC 码在迭代译码下的

良好性能给出了理论解释。有限平面 LDPC 码的非凡之处在

于标准构造中的校验矩阵 和 都恰好达到最优的情

形，即停止距离等于极小距离同时最小停止集的个数恰好等

于最小码字的个数，我们认为这是有限平面 LDPC 码在迭代

译码下表现出色的原因之一。对于一般的有限几何 LDPC 

PGH AGH

码[3]，确定其维数、极小距离和停止距离是一件困难的工作。

伪码字集合是码字集合的超集。对于二元删除信道，伪码字

与停止集是等价的[9]。对于加性白高斯噪声(AWGN)信道，

伪码字是一个比停止集更为“精细”的概念。Vontobel等 

人 [12] 讨论了有限平面LDPC码的极小伪码字 (minimal 

pseudo-codeword)并给出了一些模拟结果，但未能从理论上

证明他们的想法，即具有低伪重量的极小伪码字一定是一个

极小码字(minimal codeword)。研究LDPC码的伪码字结构 

是比研究停止集结构更为困难和有趣的工作。 
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