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摘   要：逻辑综合在现代电子设计自动化流程中扮演着至关重要的角色。随着计算能力的不断增强以及新的计算

范式的涌现，各种高效的布尔可满足性(SAT)求解器和电路仿真器(Simulator)得以开发，并在逻辑综合的领域取

得了显著的应用。该文首先对布尔可满足性问题和电路逻辑仿真器进行了简要介绍；其次回顾了矩阵半张量积的

发展历程，并根据半张量积的基本原理深入阐述了其在推理引擎和逻辑综合方面的研究进展；最后，对未来可能

对逻辑综合产生重大影响的新技术进行了展望。
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Abstract: Logic synthesis plays a crucial role in the modern electronic design automation process. With the

continuous enhancement of computational capabilities and the emergence of new computing paradigms, various

efficient Boolean SATisfiability (SAT) solvers and circuit simulators have been developed and applied in the

context of logic synthesis. First, the overview of the Boolean Satisfiability problem and circuit logic simulator is

briefly described. Subsequently, the historical development of the matrix semi-tensor product is reviewed, and

based on the fundamental principles of the semi-tensor product, its research progress in inference engines and

logic synthesis is expounded. Finally, a prospective analysis is conducted on emerging technologies that may

significantly impact logic synthesis in the future.
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1    引言

逻辑综合是现代电子设计自动化(Electronic
Design Automation, EDA)流程的重要组成部分，

被认为是实现高端集成电路的关键步骤之一。逻辑

综合是将用户设计的数字电路转换为工艺库网表的

过程，输入通常是寄存器传输级硬件描述语言(Re-
gister Transfer Level, RTL)、工艺库文件和设计

约束文件，经过翻译、逻辑优化和工艺映射等步骤

输出工艺库网表。综合出的网表质量直接影响到后

续的物理设计过程[1]。逻辑电路仿真器和布尔可满

足性(Boolean SATisfiability, SAT)求解器在逻辑

综合领域扮演着至关重要的角色。SAT问题被描述

为通过推理，判定是否存在1组或多组变量的取值

组合，能够使公式取值为真；逻辑电路仿真是通过

按拓扑顺序依次访问电路中的所有节点并使用其输

入值计算其输出值的过程。它们不仅在数理逻辑和

计算机理论等方面有着举足轻重的研究地位，而且

作为EDA的底层计算引擎在其各个环节中发挥着

重要的作用。

近年来，由中国学者提出和发展的矩阵半张量

积(Semi-Tensor Product, STP)理论，打破了维数

限制，成为处理多线性数组的有力工具。STP的数
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理逻辑推理与SAT和电路仿真的计算理论高度契

合[2,3]，被认为可能实现SAT求解器和电路仿真器设

计新思路的突破。同时在逻辑综合的组合电路优化

时，随着变量的数量以及约束的数量增多，使用尽

可能多的小规模电路来形成输入集的过程十分重要。

因此，当涉及到逻辑综合时，不需要功能强大的单

实例SAT求解器，一个更灵活、更稳定、更轻量级

的基于电路信息的求解器在逻辑综合中产生的一系

列基于电路的问题上会表现更好。因此，针对现存

的推理引擎在逻辑综合中的应用瓶颈，结合STP的
相关理论，基于数理计算的SAT求解器和电路仿真

器研究，并应用在逻辑综合的场景具有重要前景。

本文对基于STP的推理引擎及逻辑综合应用的

研究进展进行综述，首先对布尔可满足性问题、电

路逻辑仿真等背景知识进行介绍；第3节针对矩阵

半张量积的发展史、基本原理及其在逻辑推理和逻

辑动态系统的应用进行具体阐述；第4节归纳总结

了目前国内外常见的基于半张量积的逻辑综合应用

场景；最后探讨了研究挑战和未来发展趋势。 

2    背景

本节的主要内容是介绍相关研究中涉及的一些

基础知识，包括布尔可满足性问题的定义和算法、

逻辑电路仿真、k输入查找表(k-input LookUp
Table, k-LUT)网络的定义和逻辑优化相关理论以

及常见算法。 

2.1  布尔可满足性问题

布尔可满足性问题是著名的判定问题，通过推

理来确定是否存在一组或多组变量的取值组合，能

够使给定问题的布尔公式取值为真。如果存在使布

尔公式取值为真的变量取值组合，称该布尔公式是

可满足的(SAT)，否则该布尔公式是不可满足的

(UNSAT)[4]。一个布尔变量或者其反变量称为文

字，若干文字的析取式又称为子句(clause)，所有

子句的合取式则构成了描述问题的布尔公式，即合

取范式(Conjunction Normal Form, CNF)。
x1 ∧ (x̄1 ∨ x̄2 ∨ x3) ∧ (x̄1 ∨ x3)

x1 (x̄1 ∨ x̄2 ∨ x3) (x̄1 ∨ x3)

x1

x1

x3 x2

以 例，该CNF包含

3个子句，分别是 , , ，要使该

CNF为真，则每个子句都必须为真，此例中 是单

文字子句，只有将 赋值为真才能满足约束。经过

推理， 为真， 任意赋值即可使CNF为真。将

问题转换为CNF描述的过程被称为SAT编码，而

求解CNF的过程则被称为SAT求解算法。用于获

得SAT判定结果的工具通常被称为SAT求解器[5]。 

2.2  电路逻辑仿真

逻辑仿真(logic simulation)是通过为电路的输

入分配随机值，并按照拓扑顺序逐一访问电路中的

2k

所有节点，利用其输入值计算输出值的过程，以评

估电路内部节点或输出的逻辑行为。仿真向量是指

为布尔网络的每个主输入(Primary Input, PI)的布

尔赋值的集合[6]。如果一组仿真向量包含了所有可

能的值分配组合，则被称为穷尽的，而这需要k个

PI的 个仿真向量。通过仿真穷举向量集生成的仿

真信号也被称为真值表，完整地表达了布尔网络中

节点所代表的布尔函数。仿真可以在整个逻辑网络

中进行全局操作，也可以局部进行，限制在一个小

窗口中。在对整个逻辑网络进行仿真时，整个布尔

网络的PIs数量通常大于16个，然而穷举超过216个
仿真向量是非常复杂的。因此，为了使用详尽的仿

真向量，仿真必须在少于16个叶节点的窗口内进

行，通常限制在8～10个。 

2.3  k-LUT网络

G =

(V,E)

现场可编程门阵列(Field-Programmable Gate
Array, FPGA)的基本逻辑块是k输入查找表，它可

以实现多达k个变量的任何布尔函数[7]。基于LUT
的FPGA的工艺映射问题是生成一组布尔函数到k-
LUTs的映射，通常，这些布尔函数以布尔网络

的形式描述，该网络是一个有向无环图(Dire-

cted Acyclic Graph, DAG)，其每个顶点都表示为

一个布尔函数。 

2.4  逻辑优化

逻辑优化以逻辑表达为基础，在逻辑功能一致

的前提下，通过优化逻辑表达的逻辑深度、开关活

动性、文字数(literals)或节点个数等，分别对应具

体工艺下的性能(Performance)、功耗(Power)和面

积(Area)，即PPA优化。逻辑综合通常分为工艺无

关优化和工艺相关优化。前者旨在简化布尔表达式

和逻辑网络，而不考虑制造的目标工艺节点。工艺

无关优化主要分为布尔和代数方法，其中代数法又

称为多项式代数法，基于普通代数发展而来；布尔

法则充分利用布尔代数区别于普通代数的特性，增

强了对布尔空间的搜索能力。从算法寻优能力的角

度分类，又可分为启发式算法和最优算法。前者通

过可接受的成本计算出一个次优解，而后者则不惜

成本找到问题的最优解[1]。超大规模数字集成电路

在逻辑优化中因受制于规模约束，常采用全局启发

式，局部最优算法的模式。 

3    矩阵的半张量积

本节首先介绍了矩阵半张量积的发展史和研究

现状，然后介绍了矩阵半张量积的定义、性质及其

在逻辑推理上的应用，即运用矩阵的半张量积把逻

辑算子用矩阵和向量的形式表示出来，最后介绍了

基于矩阵半张量积的逻辑动态系统。 
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3.1  STP的发展史

随着科技的快速发展，矩阵理论和方法已经成

为现代科学技术研究中不可缺少的工具。概率统

计、微分方程、数值分析、电子学、生物学、力

学、网络技术等学科都与矩阵理论有着密切联系。

近代矩阵理论适合处理线性或双线性数组，但由于

矩阵乘法对因子维数的限制，它对3线性乃至多线

性数组的处理无能为力。自1997年起，程代展教授

及其研究团队开始研究这个问题，在计算机中存放

高维数组采用了“指针”的方式表达中得到启示，

这也成了矩阵半张量积理论的原始出发点。在多次

的尝试与研究之后，程代展教授[8]将矩阵半张量积

与非线性系统的Morgan问题数值解相结合，发表

了首篇关于矩阵半张量积的文章。随后，程代展教

授在文献[9]中，更进一步系统地介绍了半张量积的

相关概念。初期研究集中在逻辑方程的矩阵表示，

通过半张量积方法，逻辑方程可以用矩阵表达[10]。

2008年，程代展教授结合布尔网络理论，首次提出

以矩阵半张量积为工具，特别是矩阵的逻辑表示，

研究布尔网络的拓扑结构，实现了将逻辑动态系统

转化为本质上是离散动态系统的转换，取得了较大

的进展。近年来，宁波大学研究团队开发了一款基

于STP引擎的EDA开源工具[11]，并将其集成到逻辑

综合中，这为深入研究逻辑综合提供了有力的工具。 

3.2  矩阵半张量积的基本原理及其逻辑推理

矩阵的半张量积是普通矩阵乘法的一种扩展，

它实现了将普通矩阵乘法推广到任意的两个矩阵，

同时保持了普通矩阵的所有重要性质，这为应用带

来了巨大的方便。更可贵的是，由于维数的推广以

及换位矩阵的引入，使矩阵的半张量积具有若干伪

交换性，在一定程度上克服了矩阵乘法缺少可交换

性的弱点，为应用矩阵的方法提供了有力工具。关

于矩阵的半张量积的更多细节，本文建议读者参考

文献[12]。
m× n Mm×n

X ∈ Mm×n Y ∈ Mp×q

n = p

X ∈ Mm×n Y ∈ Mp×q X Y

X ⋉ Y

首先，定义维度为 的实矩阵为 。

考虑两个实矩阵为 和 ，其矩

阵相乘的基本条件为 ，这也是大多数矩阵乘

法的一个不可逾越的障碍，然而，矩阵的半张量积

可以在任意维度下进行矩阵乘法。已知两个实矩阵

和 ，矩阵 和 的半张量

积，如式(1)，表示为 ，定义为

X ⋉ Y = (X ⊗ It/n) · (Y ⊗ It/p) (1)

It

·
⊗

其中， 表示维度为t的单位矩阵、t表示n和p的最

小公倍数(least common multiples, lcm)、 表示基

本矩阵乘法、 表示两个矩阵的克罗内克积(Kro-

⊗
necker product)。数学上，克罗内克积是两个任意

方框矩阵间的运算，表示为 [13]。

通过式(1)，可以推导出两个引理：

X ∈ Mm×n Y ∈
Mp×q n = kp X ⋉ Y = X · (Y ⊗ Ik)

引理1　已知两个实矩阵 和

，如果 ，则有 [14]。

X ∈ Mm×n Zr ∈
M1×t X ⋉Zr = Zr ⋉ (It ⊗X)

Zc ∈ M t×1 Zc ⋉X =

(It ⊗X)⋉Zc

引理 2　已知实矩阵 ，若

是一个行向量，则有 ；

相反，若 是一个列向量，则有

。因此，矩阵的半张量积实现了矩阵

交换律[15]。

A =

[
1 1
0 0

1 0
0 1

]
∈ M2×4

B =

[
0 1
1 0

]
∈ M2×2 t = lcm(2, 4) = 4

A B

例如，已知

和 ，其中 。

矩阵 和 的半张量积计算如式(2)所示

A⋉B =A · (B ⊗ I2)

=

[
1 1
0 0

1 0
0 1

]
·
([

0 1
1 0

]
⊗
[

1 0
0 1

])
=

[
1 1
0 0

1 0
0 1

]

·

 0

[
1 0
0 1

]
1

[
1 0
0 1

]
1

[
1 0
0 1

]
0

[
1 0
0 1

]


=

[
1 1
0 0

1 0
0 1

]
·


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0


=

[
1 0
0 1

1 1
0 0

]
(2)

⋉

接下来，主要描述了半张量积在逻辑推理中的

应用，即逻辑矩阵公式。本文中接下来的所有的矩

阵乘法均为矩阵的半张量积，因为在后文中省略符

号“ ”。

首先，为了研究半张量积在逻辑推理中的具体

应用，需要定义逻辑变量。

D = {1, 0}定义1　逻辑变量在 中取值，为了得

到矩阵表达式，将“1”和“0”用如式(3)的向量

表示

1～

[
1
0

]
= δ12 , 0～

[
0
1

]
= δ22 (3)

D = {1, 0}～∆2 =
{
δ12 , δ

2
2

}
因此， 。

2× 2n M

M ∆2

M

定义2　已知一个维度为 的实矩阵 ，

若 的每一列均为 中的元素，则称该实矩阵

为逻辑矩阵。

下面，讨论逻辑算子与它的结构矩阵之间的关
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∧ ∨ →
↔

系。引入4个常见的2元逻辑运算符，分别为“与”

(  , AND)、“或”(  , OR)、“蕴涵”( , IMP)、
“等价”( , EQU)。

M M

M

定义3　已知一个逻辑矩阵 ，若 从左到右

的每一列与任意的逻辑运算符的真值表一致的话，

则称该逻辑矩阵 为结构矩阵。

¬ Mn = M¬ =[
0 1
1 0

]
通过定义，可以得到常见的1元逻辑运算符

“非” ( ,   N OT )的结构矩阵为

，和上述的4个常见的2元逻辑运算符的结

构矩阵[16]，如式(4)所示

Mc = M∧ =

[
1 0
0 1

0 0
1 1

]
Md = M∨ =

[
1 1
0 0

1 0
0 1

]
Mi = M→ =

[
1 0
0 1

1 1
0 0

]
Me = M↔ =

[
1 0
0 1

0 1
1 0

]


(4)

σ

M1 M2 a ∈ D

Mia(i = 1, 2) M1M2

a ∈ D ¬a = Mna

a ∈ D b ∈ D σi

aσib = Mσab

一个逻辑算子 具有唯一的结构矩阵。例如，

和 是两个逻辑矩阵， 为一个布尔变

量，那么 和 都是逻辑矩阵。若

已知 为一个布尔变量，则存在 ；

若已知 , ，且 为任意的2元逻辑运算

符，则存在 。因此，矩阵的半张量积

实现了从逻辑推理转换成矩阵乘法[17]。

a → b =

ā ∨ b Miab

MdMnab MdMn =[
1 1
0 0

1 0
0 1

] [
0 1
1 0

]
=

[
1 0
0 1

1 1
0 0

]
=Mi

MdMn =

Mi

两个逻辑表达式是逻辑等价的，当且仅当任意

变量取任意值时，它们的值都相等。例如，本文使

用矩阵的半张量积证明一个逻辑公式

。公式的左边的矩阵表达为 ，而公式的

右 边 的 矩 阵 表 达 为 。 已 知

，

因此，通过半张量积的计算，可以得到

，因此该逻辑公式成立。

σ(A1, A2, ..., Ak)

σ(A1, A2, ..., Ak) = MLA1A2
...Ak

a · a = a2

Mr ∈ M4×2

通过使用结构矩阵和半张量积的性质，逻辑关

系可以被轻松地证明。利用每个逻辑算子的矩阵表

达，一个具有k个变量的逻辑表达式

总可以表示成 。若

一个逻辑表达式具有多个逻辑变量、且该逻辑变量

可能出现不止1次，在STP中，就需要将其进行化

简运算。为了重复逻辑变量乘法，如 ，引

入降幂矩阵 ，其定义为

Mr =


1 0
0 0
0 0
0 1

 (5)

Mw ∈ M4×4此外，引入变量交换矩阵 对逻辑

变量进行排序，其定义为

Mw =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 (6)

a b

Mr a2 = Mra

Mw Mwba = ab

例如，已知存在两个逻辑变量 和 ，可以根据

降幂矩阵 实现 ，或者根据变量交换矩

阵 实现 [18]。

x1, x2, ..., xr L(x1, x2, ..., xr)

在一个逻辑表达式中，如果一个逻辑变量的值

是预先给定的，称其是常量；如果一个逻辑变量的

值是任意的，称其是自由变量。利用上文中的定义

和引理，有以下结论：任一个含有自由变量

的逻辑表达式 都可以唯

一地表示成规范型

L(x1, x2, . . . , xr) = MLx1x2
...xr = ML ⋉r

j=1 xj (7)

ML 2× 2r

L(x1, x2, ..., xr) x1, x2, ..., xr ∈ D

其中， 是一个 矩阵，被称为逻辑表达式

的结构矩阵， 。

v ∈ D v ∈ ∆2

f : Dn → D

f : (∆2)
n → ∆2

f : Dn → D

F ∈ M2×2n (v1,v2, ...,vn) ∈
(∆2)

n

通过利用2元逻辑操作的逻辑矩阵，可以得到

任意逻辑函数的代数形式。在定义1的基础上，一

个布尔变量 可以被认为是一个向量 ，

相应的一个有n个变量的布尔函数 可以

看作是一个映射 。因此，可以得出以

下性质[10]： 是一个布尔函数，那么就存在唯

一的矩阵 使得对于每一个

有式(8)成立

f (v1,v2, ...,vn) = Fv1v2
...vn == F ⋉n

i=1 vi (8)

F其中， 被称为逻辑函数f的结构矩阵。 

3.3  基于STP的逻辑动态系统

逻辑系统指自变量只取有限个值的动态系统，

包括2值的经典逻辑(或布尔逻辑)、k值逻辑以及有

限值逻辑。近年来，借助矩阵半张量积发展起来的

逻辑动态系统在代数状态空间方面取得了长足的进

展，并受到了广泛关注。通过矩阵半张量积，逻辑

动态系统被转化成普通的离散时间代数演化方程。

在此背景下，本文以布尔网络为例，着重探讨了布

尔网络的代数形式。

当状态、输入和输出都只能取两个值的时候，

逻辑网络就是布尔网络。在布尔网络中，所有节点

均可用半张量积进行表示，节点的值被限制在二进

制值0和1之间。通常情况下，布尔网络中的边表示

节点之间的连接关系，这些关系由布尔函数描述。

在布尔网络中，节点状态的演化由相应的布尔函数

控制，节点状态可以同步或异步更新。具有n个节

点的布尔网络的逻辑动态系统可被表达为
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x1 (t+ 1) = f1 (x1 (t) , x2 (t) , ..., xn (t))

x2 (t+ 1) = f2 (x1 (t) , x2 (t) , ..., xn (t))

...

xn (t+ 1) = fn (x1 (t) , x2 (t) , ..., xn (t))

 (9)

xi ∈ D, i = 1, 2, ..., n fi : D
n → D,

i = 1, 2, ..., n

其中， ，为点的状态，

，为决定状态演化的逻辑函数。

f1, f2, ..., fn
F1,F2, ...,Fn

根据式(8)，对于任意一个逻辑函数，可以得

到其对应的结构矩阵。因此对于逻辑函数 ，

可得到它们所对应的结构矩阵，分别记为 ，

那么系统式(9)就转化为

x1 (t+ 1) = F1 ⋉n
i=1 xi(t)

x2 (t+ 1) = F2 ⋉n
i=1 xi(t)

...

xn (t+ 1) = Fn ⋉n
i=1 xi(t)

 (10)

F1,F2, ...,Fn ∈ M2×2n其中， 。

x (t) = ⋉n
i=1xi (t) ∈ M2n×2n令 ，利用矩阵Khatri-

Rao积[19]，可以得到与系统式(9)等价的代数形式

x (t+ 1) = Fx (t) (11)

F = F1 ∗ F2 ∗ ... ∗ Fn ∈ M2n×2n ∗其中， ，这里 是

矩阵的Khatri-Rao积，定义如下：

X ∈ Mp×r Y ∈ M q×r X Y定义4　设 和 ，则 和

的Khatri-Rao积定义为

X ∗ Y := [Col1 (A)⋉ Col1 (B) , ...,Colr (A)

⋉Colr (B)] ∈ Mpq×r (12)

基于逻辑变量和逻辑向量之间的等价性，任何

逻辑函数都可以表示为代数形式。在这个框架下，

利用矩阵STP，逻辑动态系统研究有了突破性的发

展。文献[20]探讨了逻辑动态系统的基础理论问题，

特别是布尔控制网络的能观性与可重构性。通过构

建一个辅助系统，将布尔控制网络状态的控制转化

为辅助系统状态的控制。利用集合能控性方法和控

制吸引子的概念，将辅助系统的集合能控性问题等

效转化为原系统的能观性和可重构性验证问题。同

时，利用矩阵半张量积作为工具，并采用逻辑动态

系统的代数状态空间表示方法。文献[21]提出了一

种新的逻辑控制系统(Logical Control System,
LCS)，被称为非完全逻辑控制系统(Incomplete
LCS)。它利用矩阵的半张量积来表达非完全逻辑

控制系统的代数形式。通过代数状态空间技术，成

功将两个经典的智力问题转化为带有限制状态空间

的非完全LCS的可控性问题，其中包括“狼、羊和

菜”问题以及“传教士和食人族”问题。文献[21]
还提出了相关的解决方案和算法。另外，文献[22]

提出逻辑系统理论与控制理论的结合产生了混合系

统；文献[23]提出控制论与博弈论的结合产生了博

弈论控制；计算机科学与数值方法的结合产生了学

习算法。最后，混合系统理论可用于人工智能建

模；基于博弈的控制用于控制人工智能，而学习算

法则用于实现对人工智能的控制。因此，半张量积

在未来的人工智能中将扮演关键角色。随着半张量

积理论在布尔网络研究中的不断发展，已逐步形成

了布尔网络控制理论的完整框架[24]，为深入研究布

尔网络的动态行为提供了有力工具，进一步推动了

该方法在多领域的发展和应用。 

4    半张量积在逻辑综合中的研究进展

本节主要介绍半张量积在推理引擎、逻辑优化

和形式化验证中的应用。 

4.1  基于STP的推理引擎

在逻辑综合中，SAT和Simulator被广泛用作

推理引擎。 

4.1.1  基于STP的SAT求解器

φ

SAT问题是一个在实际应用中具有广泛应用的

经典问题，目前已有多种SAT求解器用于求解SAT
问题，如MiniSAT[25]。应用于SAT求解器的算法最

有名的是20世纪60年代提出的用于解决SAT问题的

戴维斯-普特南-洛格曼-洛弗兰德(Davis-Putnam-
Logemann-Loveland, DPLL)算法[26]和目前所有SAT
求解器的底层算法冲突驱动子句学习(Conflict
Driven Clause Learning, CDCL)算法[27]。全解SAT
(All solutions SAT, AllSAT)问题是SAT问题的一

个变体，其目标是获得给定布尔公式 的所有可满

足的变量赋值。对于AllSAT问题的研究涵盖了无

界模型检测[28]、网络验证和数据挖掘[29]等多个领

域。为了支持解的枚举，SAT求解器通常通过添加

阻塞子句(blocking clauses)来防止已有解的再次出

现。然而，由于枚举过程是递增的，这会导致多次

重新启动，大大消耗了SAT求解器的资源。目前，

对AllSAT问题的求解方法包括阻塞子句方法[30]、

按时间顺序回溯方法和2元决策图(Binary Decision
Diagram, BDD)方法[31]。最近的研究提出了一种有

效地解决AllSAT问题的方法，即将CNF中的公式

转换为易处理的析取范式(Disjunctive Normal
Form, DNF)表示[32]。尽管已经存在许多AllSAT求
解器，但AllSAT问题仍然是一个有待进一步探索

的领域[33]。Pan等人[34]针对这个问题提出了一种基

于STP的AllSAT求解器，将逻辑推理与SAT问题

相结合，并运用矩阵计算来处理SAT问题和AllSAT
问题。与传统的使用启发式算法的CNF求解器不

同，这种方法将CNF文字视为STP的逻辑变量，以
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更精确地解决SAT问题。在CNF表达式中，每个

子句由若干文字的析取组成。在这一背景下，作者

将CNF子句转换为等效的STP形式，并通过计算所

有文字的赋值来解决问题。逻辑矩阵将逻辑推理

转变为矩阵计算，由于矩阵计算的完备性，该求解

器能够高效地一次性计算出所有可满足的解，即

AllSAT。从STP理论的角度来看，SAT问题和All-
SAT问题的复杂度是一致的。这种方法不仅提供了

更精确的解决方案，而且在解的数量较大时表现出

更高的效率。

然而，许多SAT问题通常涉及将电路功能和约

束转化为CNF描述，然后使用通用的基于CNF的
SAT求解器进行求解[35]。除了需要研究电路描述到

CNF公式的转换方法之外，改进SAT算法本身也

是至关重要的。基于CNF的方法是一种常见的低级

编码方式，但将问题转化为CNF形式可能会增加编

码的复杂性[29]。与基于CNF的方法不同，基于电路

的方法采用更高层次的编码，具有更紧凑的结构，

但也更具挑战性。基于电路的SAT求解方法有着悠

久的历史，冲突驱动的SAT求解方法[36]是在基于

CNF的SAT求解方法的背景下发展起来的，这促

使了基于电路的SAT求解器的发展[37]。在进行逻辑

综合和组合电路优化时，由于涉及大量的变量和约

束，以最小规模电路形成输入集合的过程变得至关

重要。因此，当涉及到逻辑综合时，不仅需要强大

的单一实例SAT求解器，还需要更加灵活、稳定和

轻量级的基于电路信息的SAT求解器，这种求解器

在处理基于电路的问题时表现更为出色。文献[2]结
合STP知识与电路信息，提出一个可以有效解决逻

辑综合问题的电路信息SAT求解器。作者基于

CDCL算法提出了一个冲突驱动的电路子句学习算

法(Conflict Driven Circuit Clause Learning, CD-
CCL)，支持电路形式作为输入。通过将逻辑矩阵

定义为电路原语，用于将逻辑网络转化为矩阵计

算，并保留电路之间的拓扑信息，图1(a)是电路的

与非图(And Inverter Graph, AIG)表示，图1(b)是
将电路中的每个节点转换成真值表表示，其中n表

示电路的节点索引，n6中的1110表示这个节点的真

值表。他们使用基于LUT描述的BENCH文件作为

输入，将每个LUT看成一个子电路，对PO和PI之
间的逻辑关系进行拓扑排序，通过将每个PO中包

含的逻辑关系转换成相应的STP形式，并利用矩阵

的STP运算性质，计算出每个PI的所有可满足赋

值，解决了AllSAT问题。 

4.1.2  基于STP的电路仿真器

常见的逻辑电路仿真器采用快速位并行仿真来

减少基于SAT的等价性检查。其基本原理是在预处

理阶段为给定逻辑网络计算一组仿真向量(simula-
tion pattern)，然后通过简单地比较仿真特征(sim-
ulation signature)来有效地排除大多数不等价性，

从而缩短各种计算的运行时间。在文献[38]中，随

机仿真和引导仿真被用于识别等价节点并将它们合

并以进行函数约简(functional reduction)。文献[39]
中，仿真用于寻找两个逻辑网络之间的切入点(cut-
points)，以验证输出之间是否存在等价性。此外，

文献[40,41]还结合了随机仿真和SAT求解来计算布

尔网络窗口中的无关项(don’t-cares)，以及计算重

替代中的依赖函数(dependency function)。
现代的算术逻辑单元支持按位逻辑运算，以提

高仿真效率[6]，然而，对于k-LUT网络的仿真是困

难的。这是因为它必须逐位获取每个仿真向量的信

息，并按照拓扑顺序访问k-LUT网络中的所有节

点，然后使用节点的输入信息来计算其输出信息。

根据文献[42]中提出的基于半张量积的逻辑运算方

法，k-LUT网络可以很容易地用STP矩阵表示和仿

真。不同于文献[6]中逐位逻辑运算仿真k-LUT网络，

 

 
图 1 逻辑网络转换成真值表形式
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文献[3]提出了一种基于半张量积的k-LUT逻辑电路

仿真器，支持对网络中的所有节点或仅对原始输出

(Primary Outputs, POs)进行仿真。通过引入了一

种逻辑矩阵编码技术，按照拓扑顺序访问并计算

每个节点的真值表，可以加速所有节点的仿真，如

图2(a)示例逻辑电路所示，其中n表示节点的索引，

0111是节点的真值表；另外提出基于多扇出节点的电

路切割(cut)算法，通过将电路切割成多个cut来减

少电路的节点数量，并按照拓扑顺序访问并计算每

个cut节点的真值表，以做到最大程度的信息复用

和对电路PO仿真的速度提升，如图2(b)所示，其

中n8的11 010 101表示一个三输入节点的真值表。 

4.2  基于STP的逻辑优化

随着计算机科学和数学的发展，结合矩阵和逻

辑值的半张量积概念引起研究者们的广泛关注，被

视为可能实现逻辑优化的重要突破。本节简介矩阵

半张量积在逻辑函数简化、精确综合、逻辑重写、

SAT扫描(sweeping)的应用。 

4.2.1  逻辑函数简化

逻辑函数简化是数字电路设计和布尔代数中的

重要概念。它涉及将复杂的逻辑表达式或布尔函数

简化为更为紧凑和易于理解的形式，同时保持其等

效性。逻辑函数简化的目的是减少电路的复杂性，

降低成本，提高性能，并更容易进行逻辑设计和分

析。Feng等人[43]的研究专注于逻辑函数的简化问

题，并采用矩阵方法来处理这一挑战。作者基于将

逻辑矩阵分解为矩阵的克罗内克积的思想，提出一

种逻辑函数的简化标准和相应算法。这些工具旨在

识别和消除逻辑函数中的冗余变量，从而实现逻辑

函数的简化。这种简化过程不仅适用于电路设计，

还可用于简化构建状态反馈控制器的逻辑形式，从

而提高电路设计和控制器构建的效率。 

4.2.2  精确综合

在逻辑综合中，基于最优算法寻找最优逻辑表

达式的过程被称为精确逻辑综合(exact logic syn-

thesis)，最优综合和精确综合常互换使用[44]。最优

逻辑表达式指的是布尔逻辑函数的逻辑表达用到的

节点数最少或者逻辑深度最小等。随着算力的提

升，逻辑优化越来越追求最优解而不满足于次优

解。精确综合采用的最优算法常通过约束求解器完

成决策，常用的求解器包括定理证明器、整数线性

规划求解器、SAT求解器、可满足性模理论(Satis-
fiability Modulo Theory, SMT)求解器等。精确综

合得到的结果可用于大规模数字电路的局部优化以

及新兴计算范式的设计，提升了综合优化的结果质

量(Quality of Results, QoR)。
基于SAT的精确综合实际上解决了两个任务：

寻找逻辑拓扑结构和分配有向无环图(Directed
Acyclic Graph, DAG)顶点上的逻辑运算符，一个

典型的目标是寻找具有最少节点或逻辑深度的网

络。基于SAT的精确综合可以隐式地利用解空间，

而不是显式地枚举所有候选情况。为了加快精确综

合的速度，人们尝试提出了可供选择的CNF编码，

证明了CNF编码之间的数量差异，并将DAG拓扑

结构集成到SAT求解器中，以加速精确综合的过

程[45]。文献[46]在基于STP的电路SAT求解器基础

上，同时考虑了STP方法在逻辑矩阵计算和电路连

通性方面的优势，提出了一种基于STP的精确综合

方法。作者将待综合的布尔函数编码为STP形式，

然后使用STP分解来筛选无效候选项，并通过基于

STP的电路SAT求解器进行求解验证，同时使用

DAG拓扑族和基于反例的抽象优化(Counter-
Example-Guided Abstraction Refinement, CE-
GAR)来减少综合运行时间和解空间。结果表明这

一算法具有良好的优化效果和适用性。 

4.2.3  逻辑重写

在逻辑优化中，逻辑重写(logic rewriting)一般

通过切割枚举(cut enumeration)算法将给定逻辑网

络划分为更小的子网络，并通过预先计算大量可能

的替换子网络，对未优化逻辑网络进行模板模式匹

 

 
图 2 电路节点真值表
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配，用等效的最优逻辑网络进行替换，以达到优化

节点数或逻辑深度的目的[47]。Heinz等人[48,49]提出

了一种广义的DAG感知重写算法，以k-LUT作为

布尔逻辑网络的节点，通过使用支持布尔无关项的

精确综合引擎来即时计算替换项，并将所有可能的

替换候选存储在冲突图中，从中计算出可兼容替换

网络的最大子集。

cost

G C

G C

G C

C

count = 2 cost = 8

count = 0

count = 2 cost = 6

8− 6 = 2

Pan等人[50]在文献[48]基础上，将基于STP的

精确综合应用在逻辑重写算法上，介绍了一种基于

工艺映射的逻辑重写算法，重点讨论了面积优化问

题，并将其直接应用于k有界逻辑网络(k-bounded

logic network)。作者使用基于STP的精确综合在

线计算每个k-LUT的潜在网络替换项，通过读取目

标实现工艺来计算每个节点的成本 ，减少总体

网络大小的替换存储在冲突图中，最终从当前拓扑

约束的最优布尔链中选择最低成本的实现。冲突图

的一个节点表示一个可能的重写，标记为其实现的

增益 和节点化简中的实现成本 [51]。两个节点之

间的边表示两个替换之间的冲突，以便只能应用其

中一个替换。从冲突图中选择一个最大的非冲突替

换集，使 最大， 最小，并应用于布尔网络的重

写。图3给出了替换的 和 计算。北卡罗来纳州

微电子中心(Microelectronics Center of North

Carolina, MCNC)通用标准单元库是目标实现工

艺。图3(a)显示了两个功能等价的结构，并计算了

，以红色表示。右边的候选已经包含在图3(b)显

示的网络中，同时还给出了初始计数count，其等

于每个节点的扇出大小和每个节点的成本cost。接

着，移除网络中要被替换的子结构，递归地递减移

除节点的扇入中的所有计数，并计算移除子结构的

计数和成本，得到 ,  ，如图3(c)所

示。在图3(d)中插入了等价替代候选项，并初始化

新增网络节点的 ，所有其它计数保持不

变。最后，利用引用计数，计算出替换候选项的

, ，如图3(e)所示。因此，通过这

个例子可以得出，用另一个等价替代候选网络将节

省 的实现成本。 

4.2.4  SAT Sweeping
当前的逻辑优化方法通常会将问题编码成

SAT问题，以便利用更高效的SAT求解器来提高优

化质量。在这个过程中，仿真器的作用是帮助减少

候选项的数量，从而降低SAT求解器的调用次数。

此外，SAT求解器还可以找到反例(Counter-Ex-
ample, CE)，而仿真器可以使用这些反例来验证其

它属性，从而节省未来的SAT调用[52]。这种相互集

成的方法在多个应用中都有潜在的用途，如SAT

Sweeping[53]。SAT Sweeping是一种用于简化逻辑

网络的方法。它结合了结构哈希(structural Hash-
ing)、电路仿真(circuit simulation)和SAT查询

(SAT queries)技术，以合并逻辑网络中具有功能

等价性的节点，来减少冗余[54]。当节点无法合并

时，SAT求解器提供了CE，即一组输入赋值，允

许仿真的两个节点具有不同的值。

传统的SAT Sweeping需要测试所有可能的节点

对，但为了提高效率，仿真广泛用于SAT Sweeping，
以减少SAT求解器的调用次数。在SAT Sweeping
中，仿真器可以通过给定逻辑网络计算一组仿真向

量，然后通过比较仿真特征来有效地排除大多数不

等价性情况 [ 3 8 ]。最近，Pan等人 [ 5 5 ]将基于STP
的电路仿真器集成到SAT Sweeping框架中，如图4
所示。通过结构哈希、电路仿真和SAT查询的组

合，SAT Sweeper系统地将输入到输出的等价节点

合并，以简化逻辑网络。为了提高效率，作者采用

了基于STP的穷举仿真(exhaustive simulation)，
这显著减少了错误等价类候选(false equivalence
class candidates)的数量，从而减少SAT调用的次

数，以提高电路设计的计算效率和可靠性。 

 

 
图 3 评估插入替换项的示例
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4.3  基于STP的形式化验证

在实际应用中，逻辑综合和验证起着至关重要

的作用，通过逻辑综合，可以将高层次的抽象设计

转化为底层的具体电路设计，从而实现对系统性能

和功耗的优化，而验证则是确保设计的正确性和可

靠性，避免在实际应用中出现故障和错误。目前为

止，验证的方法主要有3种，分别是模拟、仿真和

形式化验证[56]。形式化验证包括3类：等价性检验

(equivalence checking)、定理证明(theorem prov-
ing)和模型检验(model checking)。

Lu等人[57]在已有的模型检验(model checking)
方法的基础上，结合矩阵的半张量积理论，提出

了一种新的基于半张量积的模型检验方法，如图5
所示。文献[58]立足于半张量积理论现有的一些应

用，针对半张量积在解决问题过程中的不足之处，

利用布尔网络中的结构矩阵计算、结构矩阵的乘

方计算、结构矩阵逆向推导做出了改进，在参考

一般电路模型的基础上，提出了基于半张量积的建

模方法。在用半张量积对组合电路建模时，将逻

辑运算转换成逻辑矩阵乘积，将每个电路元件换

成对应的矩阵，通过矩阵间的运算可以得到整个电

路的描述。文献[59]参照布尔网络模型，对同步

时序逻辑电路建模，提出了基于半张量积的初步检

验方法。将属性描述转化为能够带入矩阵计算的

向量形式，通过结构矩阵与向量的乘积得到次态，

再与属性所要求的状态迁移进行对比，证明是否满

足条件。 

5    展望

综合上述对推理引擎和逻辑优化的研究现状分

析，对未来可能对逻辑综合产生重大影响的新技术

进行了讨论，同时对未来的发展趋势做出以下两点

展望： 

5.1  人工智能

随着人工智能(Artificial Intelligence, AI)技术

的发展，AI在逻辑综合方面的应用逐渐受到广泛关

注。逻辑综合涉及将各种逻辑优化算法组合成为优

化序列并迭代应用于电路，实现对结果质量的优

化，例如面积、延迟等。目前，许多研究采用AI的

 

 
图 4 SAT Sweeping 框架

 

 
图 5 验证过程图
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3.3× 107

方法来找到一个高效的优化序列。LSOracle[60]依靠

深度神经网络(Deep Neural Networks, DNN)来动

态决定将不同优化器应用于电路的不同部分，该框

架将电路的DAG表示应用超图分区，并利用AIG
和多数反相器图(Majority Inverter Graph, MIG)
这两个优化器，动态优化电路。文献[61]结合图卷

积网络的强化学习技术来探索设计空间。文献[62]
使用了强化学习近端策略优化来自动调整优化序

列。他们采用了具有边缘特征聚合能力的图同构网

络来学习电路表示，并将电路表示作为强化学习代

理的状态表示。此外，为了使智能体能够从历史操

作中学习，他们还将长短期记忆(Long Short-Term
Memory, LSTM)嵌入到强化学习中。另外，他们

还利用人工智能技术从布尔网络中推理出高级抽

象。文献[63]则使用神经网络和GPU加速来从网表

中推理出高级功能块。他们展示了在超过

个节点的布尔网络中展现出的强大可扩展性，并且

在从简单到复杂设计的泛化能力方面表现出色。这

项研究在功能验证、逻辑最小化、数据路径综合等

应用场景中具有显著作用。此外，逻辑系统理论对

AI很重要，而STP在逻辑系统的控制中起着基础性

的作用[64]，预计STP将成为AI发展的有力工具。因

此，结合AI和STP的方法去解决逻辑综合问题是潜

在有效途径之一。 

5.2  工艺映射

逻辑优化是和工艺无关的，其目标主要是对逻

辑表达进行化简。逻辑综合的最后一步要将优化的

逻辑表达用工艺库中的逻辑单元去实现，即工艺映

射。目前现有工艺中主要面向的是基于标准单元

(standard cell)的专用集成电路(Application Specific

Integrated Circuit, ASIC)，和基于LUT的FP-

GA。随着工艺节点的持续演进，逻辑优化需要考

虑更多的物理信息反馈，选择合适的映射算法就会

在很大程度上优化FPGA映射结果的面积和延迟。

目前，已经有许多用于k-LUTs的FPGA映射算法

被提出[65]。基于k-LUTs的FPGA映射问题将门级

电路转换为由k-LUTs实现的功能等效电路[66]。在

文献[67]中，多值逻辑函数通过半张量积表示其代

数形式。然后，通过分解多值逻辑函数的结构矩

阵，获得了在不相交对分分解(non-disjoint bi-de-

composition)情况下的充分必要条件。在此基础

上，文献[68]提出了一种基于半张量积的对分分解

(Bi-decomposition)算法，并应用在FPGA映射

上。首先通过半张量积技术引入了布尔函数的结构

矩阵。然后，通过对结构矩阵进行多次对分分解，

将布尔函数分解成具有k个或少于k个输入的子函

数，直到这些子函数都被k-LUTs替换，即FPGA

映射完成。最后，作者将这一算法应用于一个九输

入的组合逻辑电路上，做了基于4-LUTs的FPGA

映射，如图6所示，并通过实验结果验证了该算法

的有效性。在未来的工作中，可以继续探索基于矩

阵半张量积的分解算法，来优化基于k-LUTs的FP-

GA映射的面积和延迟。

  

 
图 6 对应的4-LUTs网络

  

6    结束语

随着矩阵半张量积理论的不断发展，基于这一

技术的推理引擎取得了显著进展，并作为EDA的
底层计算引擎在各个环节中发挥着重要的作用。本

文详细阐述了基于半张量积的推理引擎以及逻辑综

合的研究进展，面对多样化的应用场景，未来的研

究需要在推理引擎、逻辑优化、工艺映射、人工智

能等方面持续深入研究。通过结合矩阵半张量积理

论，本文有望在逻辑综合领域实现更为灵活、高效

的设计方法，这不仅有助于提升芯片性能，同时也

为电子设计自动化领域带来了全新的可能性。
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