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摘   要：该文基于正交矩阵，通过不同的矩阵变换的方法，提出两类零相关区(ZCZ)非周期互补序列集

(ZACSS)的构造方法。在正交矩阵的阶能够被零相关区长度整除的条件下，所得序列集参数均能达到最优，且零

相关区长度可以灵活选择。第1种方法构造的序列集具有理想的自相关互补性，通过进一步分组，可以得到多个

组内互补的序列集。利用初始矩阵和正交矩阵的多样性能够构造出大量的最优零相关区非周期互补序列集，可应

用于多载波码分多址(MC-CDMA)系统作为用户地址码来消除多径干扰和多址干扰。
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Abstract: Based on orthogonal matrices, constructions of two Zero Correlation Zone (ZCZ) Aperiodic

Complementary Sequence Sets (ZACSS) are proposed through different matrix transformation methods. Under

the condition that the order of the orthogonal matrices can be evenly divided by the length of the zero-

correlation zone, the parameters of obtained sequence sets are optimal, and the length of the ZCZ can be chosen

flexibly. The sequence sets are constructed by the first method have ideal autocorrelation complementarity, and

by further grouping, a set of intra-group complementary sequence sets can be obtained. A large number of

optimal ZACSS can be constructed by different kinds of initial matrices and orthogonal matrices. The resultant

sequence sets proposed in this paper can be applied to Multi-Carrier Code Division Multiple Access (MC-

CDMA) systems as user address codes to eliminate multipath interference and multiple access interference.
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1    引言

互补对序列又称为格雷(Golay)序列，最早由

Golay[1]提出，不同于传统通信系统中的单码，如

m序列，它由两个序列构成，且两个序列的自相关

函数之和在零时延之外处处为0。Tseng等人[2]将互

补对的概念推广为互补序列集。在多载波码分多址

(Multi-Carrier Code Division Multiple Access,
MC-CDMA)通信系统中，将互补序列集中的各个

子集作为地址码，通过为不同用户分配不同的地址

码的方式来区分用户，子载波将子集内的序列调制

发送，接收端再将载波信号恢复成用户信号，因此

互补序列集具有重要的应用价值。然而由于参数理

论界的限制，互补序列集的大小不能超过子集内序

列的数目，这大大限制了通信系统可支持的用户数

目。为扩展互补序列集的大小，学者把零相关区

(Zero Correlation Zone, ZCZ)的概念引入到互补序
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列集中，Fan等人[3]首先提出了零相关区非周期互

补序列集 (ZCZ Aperiodic Complementary Se-
quence Sets, ZACSS)的概念。与传统互补序列集

相比，零相关区互补序列集的大小不受子集内序列

数目的限制，因此可以支持更多用户同时入网。从

序列的相关函数定义来看，零相关区互补序列集分

为ZCZ周期互补序列集 (ZCZ Periodic Comple-
mentary Sequence Sets, ZPCSS)与ZACSS，然而

非周期互补序列集设计难度更大，因此目前主要研

究成果是零相关区周期互补序列集[4–9]。

GF (p) GF (pn)

p pn

N = 2α10β26γ + 1 α

β γ

相比ZPCSS，ZACSS更贴近应用实际，因此

研究参数达到理论界[3]的最优ZACSS成为序列设计

领域研究的热点问题之一。文献[10–12]均以正交矩

阵为基础，构造了参数最优的零相关区非周期互补

序列集。文献[10]构造的非周期组间互补 (Inter-

Group Complementary, IGC)序列集是一类特殊的

ZACSS，它由多组ZACSS构成，不同组的序列集

完全互补。然而，组内ZACSS的大小与子集内序

列的数目相同，与传统互补序列集的理论界限制相

同。文献[11]提出了基于有限域 和 的

构造方法，ZCZ长度可以灵活选择，但正交矩阵的

阶数与ZCZ长度的比值被限定为素数 或 。文献[12]

的构造过程中，在设定了ZCZ长度和正交矩阵的阶

数后，只能通过选择不同的正交矩阵来构造不同的

ZACSS。文献[13,14]构造的ZACSS参数的性能取

决于初始序列。文献[15]提出了4元ZCZ非周期互补

序列集的概念，并给出了构造方法。文献[16]通过

对传统的非周期完备互补序列集的迭代，构造了组

内互补 (Intra-Group Complementary, IaGC) 序列

集，每组序列集具有理想的相关互补性，而组间序

列集的ZCZ长度被限定为2的整数次幂，且参数不

具有理想互相关互补特性。利用布尔函数，文献[17,18]

构造了2元ZACSS，所有参数都被限定为2的整数

次幂的倍数。文献[18]提出的3种构造方法中，两种

构造方法得到的ZACSS均不是最优的，另一种构

造方法在限定条件下参数可以达到理论界。文献[19]

将序列长度为奇数的2元非周期ZCZ互补偶作为基

序列，构造了一类序列长度 ( , ,

, 均为整数) 为奇数的2元最优ZACSS。由此可

见，文献[13–18]构造的ZACSS参数的性能受到初

始序列集或不同条件的限制。

本文基于正交矩阵利用矩阵变换的方法，构造

了两类参数均能达到理论界的最优零相关区非周期

互补序列集，且零相关区长度可以灵活选择。进而

丰富了最优零相关区非周期互补序列集的研究成果，

为多载波码分多址系统的应用提供了理论依据。 

2    基本概念

a b L

a = (a (0) , a (1) , ..., a (L− 1)) b = (b (0) , b (1) ,

..., b (L− 1)) Ca,b (τ)

定义1　设 和 均为两个长度为 的复数序

列， ,  

，其非周期相关函数 定义为

Ca,b (τ) =



L−1−τ∑
t=0

a (t) · b∗(t+ τ), 0 ≤ τ ≤ L− 1

L−1+τ∑
t=0

a (t− τ) · b∗(t), 1− L < τ ≤ −1

0, |τ | ≥ L
(1)

(·)∗ a = b

Ca (τ) a ̸= b

其中， 表示取共轭复数。上述函数，当

时，表示非周期自相关函数，记为 ；当

时表示非周期互相关函数。

a b序列 和序列 的周期相关函数定义为

Ra,b (τ) = Ca,b (τ) + Ca,b (τ − L) (2)

a = b

Ra (τ) a ̸= b Ra,b (τ)

当 时，式(2)称为周期自相关函数，记为

，当 时， 称为周期互相关函数。

N ×N O =
[
oi
j

]
N×N

oi =
(
oi0, o

i
1, ..., o

i
N−1

)
O i 0 ≤ i ≤

N − 1  i1 ̸= i2 oi1 oi2

Roi1 ,oi2 (0) = 0 O

定义2　设一个 的矩阵 ,

表示矩阵 的第 行，

，令 ，如果任意两行 与 的周期互

相关函数满足 ，则称矩阵 为正交

矩阵。

S =
{
S0,S1, ...,SM−1

}
M Sm = {sm0 , sm1 , ...,

smQ−1

}
Q L smq =

(
smq (0) , smq (1) ,

..., smq (L− 1)
)

Sm1 Sm2

定义 3　设集合 含有

个序列集，其中每个序列集

含有 个长度为 的序列

，如果任意两个序列集 与 的

非周期相关函数都满足

CSm1 ,Sm2 (τ) =

Q−1∑
q=0

Cs
m1
q ,s

m2
q

(τ)

=


Q−1∑
q=0

Es
m1
q

, m1 = m2, τ = 0

0, m1 = m2, 0 < |τ | ≤ Z − 1

0, m1 ̸= m2, 0 ≤ |τ | ≤ Z − 1

(3)

Es
m1
q

=
∑L−1

l=0
|sm1

q (l) |2 0 ≤ m1, m2 ≤ M − 1

0 ≤ q ≤ Q− 1 Sm1 Sm2

[0, Z − 1] S =
{
S0,S1,

...,SM−1
}

(M,Z)ACSL
Q M S

S Q

L Z

Sm1 = Sm2 m1 = m2 Sm1

(0, Z − 1] CSm1 (τ)

Sm1 Sm1 ̸= Sm2

其中， , ,

，则称序列集 与序列集 在零

相关区 上是非周期互补的，称

为 Z C Z非周期互补序列集，表示为

，其中 表示集合 中序列集的个

数，也表示 的大小， 表示每个序列集中序列的

个数， 表示每个序列的长度， 表示零相关区的

长度。当 即 时，称 在区间

上是自相关互补的，用 表示序列

集 的非周期自相关函数；当 即
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m1 ̸= m2 Sm1 Sm2 [0, Z − 1]

CSm1 ,Sm2 (τ) Sm1 Sm2

时，称 与 在区间 上是互相

关互补的，用 表示序列集 与 的

非周期互相关函数。

Z = L M = Q S

PC (M,L)

当 且 时，称序列集 为传统的非

周期完备互补(Perfect Complementary, PC)序列

集，记为 。

(M,Z)ACSL
Q引理1[3]　对于 ，参数之间满足关

系为

M ≤ Q · ⌊L/Z⌋ (4)

当等号成立时，称该序列集的参数达到理论界，是

最优ZCZ非周期互补序列集。 

3    基于正交矩阵构造ZCZ非周期互补序
列集

 

3.1  构造方法1
Z Z > 1 Q×Q

A =
[
aij
]
Q×Q

B =
[
bij
]
Q×Q

0 ≤ i,

j ≤ Q− 1 Q Z|Q H = Q/Z ai bi

A B i aij bij

ai bi j

步骤1　取整数 , ，取两个 的正交

矩阵分别记为 和 ,  

，使 满足 ，令 。 与 分

别表示矩阵 与矩阵 的第 行， 与 分别表示

与 第 列上的元素。

U =
[
ui
j

]
H×Z

ui
j ∈ {0,

1, ..., Q− 1} i ̸= i′ j ̸= j′ ui
j ̸= ui′

j′

U

步骤 2　取一个矩阵 ,  

。当 或 时，均有 ，即

矩阵 内元素互不相同。

V =
[
vij
]
H×H

vij ∈
{0, 1, ...,H − 1} 0 ≤ i, j ≤ H − 1 i ̸= i′

vij ̸= vi
′

j j ̸= j′ vij ̸= vij′

步 骤 3 　 取 一 个 矩 阵 ,  

， 。 当 时 ，

，当 时， ，即同一列元素均不

相同，同一行元素亦均不相同。

M

S M = HQ S =
{
S0,S1, ...,SM−1

}
Sm =

{
sm0 , sm1 , ..., smQ−1

}
Q

Q smq =
(
smq (0) , smq (1) , ..., smq (Q− 1)

)
0 ≤ m ≤ M − 1 0 ≤ q ≤ Q− 1 k = ⌊m/Q⌋

t = mmodQ

步骤 4　构造一个含有 个序列集的集合

, , ，每个序列集

含有 个序列，每个序列

长度为 ，即 ，

其中 , 。取 ,

，序列中每个元素的构造方法为

smq (l) = aφ(l)
q · btl (5)

φ (l) = u
vk
⌊l/Z⌋⊕lmodZ

lmodZ 0 ≤ l ≤ Q− 1 ⊕

H

其中， ,  ， 表示

取模 的加法运算。

smq序列 的构造过程进一步解释为，可以用两

个向量对应元素的乘积表示为

smq =
(
aφ(0)
q · bt0, aφ(1)

q · bt1, ..., aφ(Q−1)
q · btQ−1

)
(6)

A q φ (0)

q φ (1) q φ (Q− 1)

B t

bt =
(
bt0, b

t
1, ..., b

t
Q−1

)
式(6)表示由正交矩阵 的第 列第 行的元素，

第 列第 行的元素，···，第 列第 行的

元素组成的列向量与正交矩阵 的第 行的行向量

对应元素相乘构成的序列。

S (HQ,Z)

ACSQ
Q Q = HZ

定理1　构造方法1得到的集合 是

，其中 。

S

Sm1 Sm2 m1 = k1Q+ t1 m2 = k2Q+ t2

0 ≤ k1, k2 ≤ H − 1 0 ≤ t1, t2 ≤ Q− 1

τ [0, Z − 1] CSm1 ,Sm2 (τ) = 0 Sm1

与Sm2

证明　令集合 中任意两个序列集分别为

与 ,  ,  ，其中

,  。下面往证，

在区间 上， ，计算

的非周期相关函数

CSm1 ,Sm2 (τ) =

Q−1∑
q=0

Cs
m1
q ,s

m2
q

(τ)

=

Q−1∑
q=0

Q−1−τ∑
l=0

sm1
q (l) · sm2∗

q (l + τ)

=

Q−1∑
q=0

Q−1−τ∑
l=0

aφ(l)
q · bt1l ·

(
aφ(l+τ)
q · bt2l+τ

)∗

=

Q−1−τ∑
l=0

bt1l · (bt2l+τ )
∗ ·Raφ(l),aφ(l+τ)(0)

(7)

φ(l)=u
α(l)
lmodZ φ(l + τ)=u

α(l+τ)
(l+τ)modZ α(l)=vk1

⌊l/Z⌋

⊕lmodZ α(l + τ) = vk2

⌊(l+τ)/Z⌋ ⊕ (l + τ)modZ

其中， , , 

, 。

α(l) ̸= α(l + τ) lmodZ ̸= (l + τ)modZ

CSm1 ,Sm2 (τ) = 0

若 或 ，则

，证明过程如下。

φ(l) φ(l + τ) φ(l)

φ(l + τ) U U

α(l) ̸= α(l + τ) lmodZ ̸=
(l + τ)modZ φ(l) ̸= φ(l + τ) φ(l)

φ(l + τ) [0, Q− 1]

Raφ(l),aφ(l+τ)(0) = 0

CSm1 ,Sm2 (τ) = 0 α(l) ̸= α(l + τ)

lmodZ ̸= (l + τ)modZ CSm1 ,Sm2 (τ) = 0

由 与 的 表 达 式 可 知 ， 与

是矩阵 上的元素。由于矩阵 上的元素互

不 相 同 ， 因 此 若 或

， 则 。 又 因 为 与

均在 区间内，因此结合正交矩阵的

定义，有 ，进而由式(7)可得，

。由此可以证明 或

为 的充分条件。

Sm1 Sm2下面利用以上结论对序列集 与 的自相

关互补性和互相关互补性进行分析。

k1 = k2 t1 = t2

m1 = m2 τ (0, Q− 1] CSm1 ,Sm2 (τ) =

CSm1 (τ) τ

CSm1 (τ) = 0

(1) 自相关互补性分析：当 , 即

时， 在区间 上，

。根据 的取值进一步分情况讨论，证明

。

Z|τ τ = nZ 0 < n ≤ H − 1

α(l) α(l + τ) 0 < l + τ ≤
Q− 1 0<⌊(l + τ)/Z⌋ = n+ ⌊l/Z⌋ ≤ H − 1

(l + τ)modZ = lmodZ α(l + τ) =

vk1

⌊l/Z⌋+n ⊕ lmodZ V

vk1

⌊l/Z⌋+n ̸= vk1

⌊l/Z⌋ vk1

⌊l/Z⌋+n

vk1

⌊l/Z⌋ [0,H − 1]

vk1

⌊l/Z⌋ ⊕ lmodZ ̸= vk1

⌊l/Z⌋+n ⊕ lmodZ α(l) ̸= α(l

+τ) CSm1 (τ) = 0

(a) 当 时，令 ， ，注意

与 的 表 达 式 。 一 方 面 由

，可知 ；

另一方面 。因此

。根据矩阵 中同一行内元素均

不相同，则 。又因为 与

均在 的范围内，可以得出结论：

， 即

，从而 。

Z ∤ τ (l + τ)mod Z ̸= l mod Z

CSm1 (τ) = 0

(b) 当 时，显然 ，

从而 。
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m1 = m2

0 < τ ≤ Q− 1 CSm1 (τ) = 0 Sm1

综合上述(a)，(b)两种情况可知，当 ,
时， ，即序列集 自相

关完全互补。

m1 ̸= m2

τ [0, Z − 1]

CSm1 ,Sm2 (τ) = 0

(2) 互相关互补性分析：当 时，进一

步分为以下4种情况讨论，证明 在 区间

上，有 。

0 < τ ≤ Z − 1 k1 ̸= k2

(l + τ)modZ ̸= lmodZ CSm1 ,Sm2 (τ) = 0

( a )  当 ,  时 ， 显 然

，从而 。

τ = 0 k1 ̸= k2 α(l + τ) = vk2

⌊l/Z⌋

⊕lmodZ α(l) = vk1

⌊l/Z⌋ ⊕ lmodZ

V

vk1

⌊l/Z⌋ ̸= vk2

⌊l/Z⌋ vk1

⌊l/Z⌋ vk2

|j|z| [0,H − 1]

vk1

⌊l/Z⌋ ⊕ lmodZ ̸= vk2

⌊l/Z⌋ ⊕ lmodZ

α(l) ̸= α(l + τ) CSm1 ,Sm2 (0) = 0

( b )  当 ,  时 ，

，结合 ，根据构造方

法1中步骤3矩阵 中同一列上元素互不相同，有

，且 与 均在 的范围

内，可以得出结论 ，

即 ，从而 。

0 < τ ≤ Q− 1 k1 = k2 t1 ̸= t2

Z|τ Z ∤ τ
CSm1 ,Sm2 (τ) = 0

(c) 当 , , 时，与情况

(1)中自相关互补性分析过程类似，在 和 两

种不同的情况，都有 。

τ = 0 k1 = k2 t1 ̸= t2 φ(l)

φ(l + τ) α(l) = α(l + τ)

lmodZ = (l + τ)modZ φ(l) = φ(l + τ)

Raφ(l),aφ(l+τ)(0) = Raφ(l)(0)

t1 ̸= t2 bt1 bt2 Q×Q B∑Q−1−τ

l=0
bt1l ·

(bt2l+τ )
∗
=

∑Q−1

l=0
bt1l · (bt2l )

∗
= Rbt1 ,bt2 (0) = 0

CSm1 ,Sm2 (0) = 0

(d) 当 ,  ,  时，注意 与

的 表 达 式 。 一 方 面 且

， 则 ， 从 而

； 另 一 方 面 ， 由 于

，则 与 为 的正交矩阵 的不同行，

根据正交矩阵的定义，式 ( 7 ) 中

， 则

。

m1 ̸= m2 Sm1 Sm2 τ [0, Z − 1]

[0, Q− 1] CSm1 ,Sm2 (τ)=0

Q = HZ Sm1 Sm2

τ ∈ [0, Z − 1] CSm1 ,Sm2 (τ) = 0

综合上述(a)，(b)，(c)，(d)4种情况可知，当

时，不同序列集 与 ， 在 或

两个不同的区间范围内，有 ，

又 因 为 ， 则 序 列 集 与 在 时 延

区间上 。

Sm1 Sm2

S

τ ∈ [0, Z − 1] S

(HQ,Z)

ACSQ
Q Q = HZ

综合序列集 与 的自相关互补性和互相

关互补性两方面的分析可知，集合 内的序列集在

时延 区间上相关互补。因此集合 为

零相关区非周期互补序列集，表示为

, 。 证毕

(HQ,Z)ACSQ
Q

Q = HZ

定理2　由构造方法1得到的 ,

，是一个最优ZCZ非周期互补序列集。

M ′ (HQ,Z)ACSQ
Q证明　设 是 中序列集数目的

理论上界，根据式(4)有

M ′ = Q

⌊
Q

Z

⌋
= Q

⌊
HZ

Z

⌋
= HQ (8)

(HQ,Z)ACSQ
Q因此， 是一个参数达到理论界

的最优ZCZ非周期互补序列集。 证毕

推论 1　将构造方法 1得到的互补序列集

S(HQ,Z)ACSQ
Q HQ

Q H

T T =
{
T 0,T 1, ...,TH−1

}
h T h

T h =
{
ShQ,ShQ+1, ...,ShQ+Q−1

}
0 ≤ h ≤ H − 1

T

中的 个序列集进行分组，每

个序列集为一组，则得到 组序列集，记为集合

,  ，其中第 组记为 ,

,  ，

集合 的性质有

T

PC (Q,Q)

(1) 内每组序列集为非周期完备互补序列

集，记为 。

(2) 不同组的序列集具有长度为Z的零相关区。

证明　略。由定理1的证明过程可证。

Q

A =
[
aij
]
Q×Q

0 ≤ i, j ≤ Q− 1 anm = Wm·n
Q =

exp
(
2πm · n

Q

√
−1

)

为了方便序列元素的表示，本文中正交矩阵均

以多相离散傅里叶变换(Discrete Fourier Trans-
f o r m ,  D F T )矩阵来表示，如 相D F T矩阵

，其中 ,  

。

Z = 4 Z|Q
Q Q = 8 H = Q/Z = 2

8× 8 A B

2× 4 U 2× 2 V

例1　设参数 ，在 的条件下，取整数

作为正交矩阵的阶，令 ，则 ，

选用8相DFT矩阵表示 的正交矩阵 , 。取

的矩阵 ， 的矩阵 ，作为初始矩阵为

U =

[
0 7 1 6
5 3 4 2

]
,V =

[
0 1
1 0

]
(9)

S S =
{
S0,S1, ...,S15

}
{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}{

W 0
8 ,W

1
8 ,W

2
8 ,W

3
8 ,W

4
8 ,W

5
8 ,W

6
8 ,W

7
8

}
S0 =

S1 =

S8 =

根据构造方法1，可构造包含16个序列集的集

合 , ，其中各序列集均含有

8个长度为8的序列。用 来代替

表示每个序列

中的元素。部分序列集表示为： {(0,0,0,0,0,0,

0 , 0 ) ,  (0 , 3 , 1 , 2 , 5 , 7 , 4 , 6 ) ,  (0 , 6 , 2 , 4 , 2 , 6 , 0 , 4 ) ,

(0,1,3,6,7,5,4,2,0),(4,4,0,4,4,0,0), (0,7,5,2,1,3,4,6),

( 0 , 2 , 6 , 4 , 6 , 2 , 0 , 4 ) ,  ( 0 , 5 , 7 , 6 , 3 , 1 , 4 , 2 ) } ;

{ ( 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 ) , ( 0 , 4 , 3 , 5 , 1 , 4 , 2 , 5 ) ,

(0,7,4,7,6,3,6,3), (0,2,5,1,3,2,2,1), (0,5,6,3,0,1,6,7),

( 0 , 0 , 7 , 5 , 5 , 0 , 2 , 5 ) ,  ( 0 , 3 , 0 , 7 , 2 , 7 , 6 , 3 ) ,

( 0 , 6 , 1 , 1 , 7 , 6 , 2 , 1 )} ; { (0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ) ,

(5,7,4,6,0,3,1,2), (2,6,0,4,0,6,2,4), (7,5,4,2,0,1,3,6),

(4,4,0,0,0,4,4,0), (1,3,4,6,0,7,5,2), (6,2,0,4,0,2,6,4),

(3,1,4,2,0,5,7,6)}。
CS0 (τ) CS0,S1 (τ) CS0,S8 (τ)计算 , 和 的绝对值为

|CS0 (τ)| = (64, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) (10)∣∣CS0,S1 (τ)
∣∣ = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) (11)∣∣CS0,S8 (τ)
∣∣ = (0, 0, 0, 0, 32, 0, 0, 0) (12)

 

3.2  构造方法2
Z Z > 1

Q×Q A =
[
aij
]
Q×Q L× L

B =
[
bi

′

j′

]
L×L

Q L Z|Q Z|L

步骤 1 　设 为正整数且 。取一个

的正交矩阵 ，一个 的正交

矩阵 ，使 ,  分别满足 ,  ，
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H = Q/Z N = L/Z ai A i

aij ai j bi
′

B i′

bi
′

j′ bi
′

j′ 0 ≤ i, j ≤ Q− 1

0 ≤ i′, j′ ≤ L− 1

令 ,  。 表示矩阵 的第 行，

表示 上第 列的元素， 表示矩阵 的第 行，

表示 上第 列的元素，其中 ,

。

H×Z P (0) =
[
pij (0)

]
H×Z

0 ≤ i ≤ H − 1 0 ≤ j ≤ Z − 1 pij (0)∈{0, 1, ..., Q− 1}
i ̸= i′ j ̸= j′ pij (0) ̸= pi

′

j′ (0) P (0)

P (0) j

pj (0) pij (0) P (0) i j

步骤2　取一个 的矩阵 ,

, , 。

当 或 时，均有 ，即矩阵

内元素互不相同。矩阵 的第 列的列向量记为

， 表示矩阵 的第 行第 列的元素。

p0 (0)

p0 (1) p1 (0)

p1 (1)

pZ−1(0)

pZ−1 (1)

H × Z P (1) P (1) = (p0 (1) ,p1 (1) ,

...,pZ−1 (1)) N − 2

P (0) N − 2

P = [P (0) ,P (1) ,

...,P (N − 1)] P (n) P n

0 ≤ n ≤ N − 1 P (n) z pz (n)

pz (n) h phz (n) 0 ≤ z ≤ Z − 1 0 ≤ h ≤
H − 1 P H × L L = NZ

P i pi pi j pij

0 ≤ i ≤ H − 1 0 ≤ j ≤ L− 1

步骤3　将 中的元素按任意顺序排列得到

新的列向量，记为 , 中的元素按任意顺

序排列得到新的列向量，记为 ，以此类推，

直到 中的元素按任意顺序排列得到新的列

向量 ，将这些列向量依次排列构成一个新

的 的矩阵，记为 , 

，按同样方式再执行 次，可以由

得到 个矩阵，将这些矩阵按照产生的顺

序依次从左到右连接得到矩阵

，将 称为矩阵 的第 个矩阵

块 ， 。 的 系 列 记 为 ，

的第 行记为 ,  ,  

。 是一个 的矩阵， ，矩阵

上第 行记为 , 上第 列的元素记为 ，其中

, 。

M S M = HL

S =
{
S0,S1, ...,SM−1

}
Q

Sm =
{
sm0 , sm1 , ..., smQ−1

}
L smq =

(
smq (0) , smq (1) , ..., smq (L− 1)

)
步骤4　构造含有 个序列集的集合 , ,

，每个序列集含有 个序

列，即 ，每个序列长度为

，即 。序列中

元素的构造方法为

smq (l) = a
pk
l

q · btl (13)

pkl = pkl mod Z (⌊l/Z⌋) k = ⌊m/L⌋
t = mmodL 0 ≤ m ≤ M − 1 0 ≤ q ≤ Q− 1

0 ≤ l ≤ L− 1

其 中 ， ,  ,

,  ,  ,
。

smq序列 的构造过程进一步解释为，可以用两

个向量对应元素的乘积表示，如式(14)所示

smq = (a
pk
0

q · bt0, a
pk
1

q · bt1, ..., a
pk
L−1

q · btL−1) (14)

A q pk0

q pk1 q pkL−1

B t

bt =
(
bt0, b

t
1, ..., b

t
L−1

)
式(14)表示由正交矩阵 的第 列第 行的元

素，第 列第 行的元素，···，第 列第 行的元

素组成的列向量与正交矩阵 的第 行的行向量

对应元素的乘积构成的序列。

S

(HL,Z)ACSL
Q Q = HZ Z|L

定理 3　由构造方法 2得到的序列集 是

，其中 , 。

Sm1 Sm2 S

m1 = k1L+ t1 m2 = k2L+ t2 0 ≤ k1,

证明　令 与 为集合 中任意两个序列

集， ,  ，其中

k2 ≤ H − 1 0 ≤ t1, t2 ≤ L− 1 τ

[0, Z − 1] CSm1 ,Sm2 (τ) = 0 Sm1

Sm2

， 。下面往证， 在区

间 上， 。计算序列集

与 的非周期相关函数

CSm1 ,Sm2 (τ) =

Q−1∑
q=0

Cs
m1
q ,s

m2
q

(τ)

=

Q−1∑
q=0

L−1−τ∑
l=0

sm1
q (l) · sm2∗

q (l + τ)

=

L−1−τ∑
l=0

bt1l ·
(
bt2l+τ

)∗ Q−1∑
q=0

a
p
k1
l

q ·
(
a
p
k2
l+τ

q

)∗

=

L−1−τ∑
l=0

bt1l ·
(
bt2l+τ

)∗ ·R
ap

k1
l ,a

p
k2
l+τ

(0)

(15)

pk1

l = pk1

lmodZ (⌊l/Z⌋) pk2

l+τ = pk2

(l+τ)modZ

((l + τ)/Z)

其 中 ， ,  

。

0 < τ ≤ Z − 1 CSm1 ,Sm2

(τ) = 0

下面首先证明当 时，

。

∀z1, z2 ∈ [0, Z − 1] z1 ̸= z2 ∀n1, n2 ∈ [0, N − 1]

∀h1, h2 ∈ [0,H − 1] P

pz1 (n1) pz1 (0)

pz2 (n2) pz2 (0)

P (0)

z1 ̸= z2 ph1
z1 (n1) ̸= ph2

z2 (n2) 0 < τ

≤ Z − 1 lmodZ ̸= (l + τ)modZ

pk1

lmodZ (⌊l/Z⌋) ̸= pk2

(l+τ)modZ ((l + τ)/Z) pk1

l ̸=pk2

l+τ

pk1

l , pk2

l+τ ∈ [0, Q− 1]

R
ap

k1
l ,a

p
k2
l+τ

(0)=0 CSm1 ,Sm2 (τ)

= 0 0 < τ ≤ Z − 1 CSm1 ,Sm2 (τ) = 0

且 , ,

，由矩阵 的各个矩阵块的构造

过程可知，列向量 由 任意排列得到，

列向量 由 任意排列得到。根据构造方

法2中的步骤2矩阵 内元素互不相等，因此若

， 则 必 然 有 。 当

时 ， 可 知 ， 因 此

，即 。

又因为 ，结合正交矩阵的定义

可知，式(15)中， ，进而

。因此当  时， 。

Sm1 Sm2利用以上结论，对序列集 与 的自相关

互补性和互相关互补性进行分析。

0 < τ ≤ Z − 1

m1 = m2 k1 = k2 t1 = t2

CSm1 (τ) = 0

( 1 )  自相关互补性分析：当 ,
，即 且 时，由上述证明可

知， 。

0 ≤ τ ≤ Z − 1

m1 ̸= m2

( 2 )  互相关互补性分析：当 ,
时，分以下4种情况讨论。

k1 = k2 t1 ̸= t2 0 < τ ≤ Z − 1

CSm1 ,Sm2 (τ) = 0

(a) 当 且 , 时，由上

述证明可知， 。

k1 = k2 t1 ̸= t2 τ = 0 bt1 bt2

B∑L−1−τ

l=0
bt1l · (bt2l+τ )

∗
=

∑L−1

l=0
bt1l · (bt2l )

∗
=

Rbt1 ,bt2 (0) = 0 CSm1 ,Sm1 (0) = 0

(b) 当 且 , 时， 与 为正

交矩阵 的不同行。根据正交矩阵的定义可知，

式(15)中，

，因此 。

k1 ̸= k2 0 < τ ≤ Z − 1 CSm1 ,Sm1

(τ) = 0

( c )  当 ,  时，

。

k1 ̸= k2 τ = 0 pk2

l+τ = pk2

lmodZ (⌊l/Z⌋)(d) 当 , 时， ，
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pk1

l = pk1

lmodZ (⌊l/Z⌋) pk2

l+τ pk1

l

P (⌊l/Z⌋)

pk2

l+τ ̸= pk1

l

R
ap

k1
l ,a

p
k2
l+τ

(0) = 0 CSm1 ,Sm2 (0) = 0

又因为 ，可见 与 为矩阵

中同一列上不同行的两个元素。根据构造

方法2中的步骤3可知，各矩阵块内的元素均不相

同，则 。根据正交矩阵的定义，式(15)

中， ，因此 。

m1 ̸= m2 0 ≤ τ ≤ Z − 1 CSm1 ,Sm2 (τ) = 0

Sm1 Sm2 τ ∈ [0, Z − 1]

综合以上(a) (b) (c) (d)4种情况可知，当

, 时， ，即序

列集 与 在时延 区间上互相关

互补。

Sm1 Sm2

S

τ ∈ [0, Z − 1] S

(HL,Z)ACSL
Q Q = HZ Z|L

综合序列集 与 的自相关互补性和互相

关互补性两方面的分析，集合 内各序列集在时延

区间上相关互补，则 为非周期互补

序列集 , , 。 证毕

(HL,Z)ACSL
Q

Q = HZ Z|L

定理4　由构造法2得到的 参数达

到理论界，是最优零相关区非周期互补序列集，其

中 , 。

M ′ (HL,Z)ACSL
Q证明　设 是 中序列集数目的

理论上界，则

M ′ = Q

⌊
L

Z

⌋
= HZ

⌊
L

Z

⌋
= HL (16)

(HL,Z)ACSL
Q因此， 为参数达到理论界的最优

零相关区非周期互补序列集。 证毕

Z = 3 Q L

A B Z|Q Z|L Q = 6 L = 9 H = Q/

Z = 2 N = L/Z = 3

6× 6 A 9× 9

B 2× 3 P (0) P (0)

26 2× 9

2× 9 P

例2　设参数 ，取整数 , 作为正交矩阵

, 的阶且 , ，令 , 则

,  。选用 6相D F T矩阵表示

的正交矩阵 ，9相DFT矩阵表示 的正交

矩阵 。取 的矩阵 ，根据 经过调整

后可生成 种不同的 的矩阵，以式 (17)中

的矩阵 为例

P (0) =

[
3 0 5
2 4 1

]
,

P =

[
3 0 5 3 4 1 2 4 5
2 4 1 2 0 5 3 0 1

]
(17)

S S =
{
S0,S1, ...,S17

}
[6, 9] = 18 {0, 1, ..., 17}

{
W 0

18,W
1
18,

...,W 17
18

}
t}

S0 =

S1 =

根据构造方法2，得到包含18个序列集的集合

，即 ，其中各序列集均含有

6个长度为9的序列。根据式(13)，取6,9的最小公倍

数 ，因此用 来代替

表示序列中的元素。部分序列集表示

为： {(0,0,0,0,0,0,0,0,0), (9,0,15,9,12,3,6,

12,15), (0,0,12,0,6,6,12,6,12), (9,0,9,9,0,9,0,0,9),

(0,0,6,0,12,12,6,12,6), (9,0,3,9,6,15,12,6,3)};

{(0,2,4,6,8,10,12,14,16), (9,2,1,15,2,13,0,8,13),

(0,2,16,6,14,16,6,2,10), (9,2,13,15,8,1,12,14,7),

(0,2,10,6,2,4,0,8,4), (9,2,7,15,14,7,6,2,1)}。

CS0 (τ) CS0,S1 (τ)计算 和 的绝对值为

|CS0 (τ)| = (54, 0, 0, 12, 0, 0, 6, 0, 0) (18)∣∣CS0,S1 (τ)
∣∣ = (0, 0, 0, 2, 0, 0, 6, 0, 0) (19)

 

4    零相关区非周期互补序列集构造方法的
比较及参数分析

n 2n

N

GF (p) GF (pn)

Z

p pn

M = N

表1对已有参考文献和本文所提ZACSS的多种

不同构造方法从构造基础、构造结果参数，是否达

到最优及ZCZ长度等几个方面进行了比对。文献[13]
将2元ZCZ非周期互补序列集作为初始序列，通过

表1可见，构造结果的参数与初始序列相同，因而

参数的性能取决于初始序列。文献[16]将完备序列

集经过 次迭代，构造了 个组内最优的互补序列

集，组间的序列集的ZCZ长度被限定为2的整数次

幂，不能灵活选择。文献[19]基于Hadamard矩阵

和长度为奇数的最佳2元ZCZ互补序列偶，构造的

2元ZACSS序列长度被限定为奇数，且ZCZ长度取

决于初始互补序列偶。文献[10,11,14]均为正交矩阵

为基序列，相对于完备互补序列集与已有的ZACSS，
利用正交矩阵的多样性可以构造出更加丰富的

ZACSS，而且受限更小。文献[10]构造了组间互补

序列集，然而组内包含的序列集的个数、序列集内

序列的数目以及序列的长度均为 ，由于在MC-
CDMA系统中，序列需要子载波传输，因此，序

列长度以及序列的数目受到了CDMA资源的限

制。文献[11]基于有限域 和 构造了最

优的ZACSS，零相关区的长度相对较灵活，然而

正交矩阵的阶数与ZCZ长度 的比值被限定为素数

和 。文献[14]以非周期互补序列集为初始序列，

当初始序列为完备互补序列集，即 时，构

造的ZACSS的参数达到理论界。

Z

Z

Z

本文以正交矩阵为基序列，除此之外在构造过

程中还增加了多个灵活多变的初始矩阵，相对于文

献[12]只能利用不同的正交序列集，具有更多的可

选择因素，因此可以构造出更多最优ZACSS。为

了增加保密性，可利用伪随机序列，如m序列发生

器的状态序列来设计生成初始矩阵。另外，通过构

造方法1还可以得到多组ZACSS，不仅组内达到最

优，而且不同组的序列集具有长度为 的零相关

区。在参数灵活性方面，由于正交矩阵的阶可以为

任何正整数，因此在正交矩阵的阶数可以被 整除

的条件下，零相关区长度 可以灵活选择，从而满

足CDMA系统中对不同同步时延的要求。 

5    结束语

本文首先利用矩阵变换，通过正交矩阵构造了
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Z

一类参数最优的零相关区非周期互补序列集，零相

关区长度可以灵活选择。在此基础上进一步分组，

构造了多个组内完全互补的序列集，不同组的序列

集具有长度为 的零相关区，可以帮助解决多小区

间的干扰问题。此外，本文还利用不同的矩阵变换

方式，构造了另外一类零相关区非周期互补序列

集，参数也达到了理论界，且零相关区长度可以灵

活选择。
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N

M = N时
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固定：L

文献[16] PC (M,L)完备互补序列集 ([2n, 2nM ], Z) IaGC2nL
2nM 组内最优

{
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}
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2n × 2n N Z

N = 2α10β26γ + 1
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(
2n+1, Z

)
ACSN
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