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摘   要：该文基于2元序列支撑集和低相关序列集，提出一种新的周期准互补序列集构造框架。在此框架基础

上，分别利用最优4元序列族A、族D和Luke序列集提出了3类渐近最优和渐近几乎最优周期准互补序列集，序列

集参数由2元序列和低相关序列集共同决定。与传统的完备互补序列集相比，所构造的准互补序列集具有更多的

序列数目，应用到多载波扩频通信系统中可以支持更多的用户。
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Abstract: Based on the support of binary sequences and low correlation sequence sets, a new framework for

constructing periodic quasi-complementary sequence sets is proposed. Based on this framework, three classes of

asymptotically optimal and asymptotically almost optimal periodic quasi-complementary sequence sets are

proposed by using the optimal quaternary sequence family A, family D and Luke sequence set, respectively. In

addition, the parameters of sequence set are determined by the binary sequence and the low correlation

sequence set. Compared with the traditional complete complementary sequence set, the quasi-complementary

sequence set includes more sequences, which can support more users in multi-carrier spread spectrum

communication system.
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1    引言

传统互补序列集又称完备互补序列集(Perfect
Complementary Sequence Set, PCSS)，是由多个

完备互补序列组成，每个完备互补序列异相自相关

函数值的和与互相关函数值的和为0[1,2]。由于其完

备互补序列集具有理想的相关特性，因此可以有效

消除通信系统中的多址干扰(Multi-Access Interfe-
rence, MAI)和多径干扰(Multi-Path Interference,
MPI)[3]。通常，一个完备互补序列用一个2维矩阵

表示，完备互补序列的子序列组成矩阵的行。在实

际应用中，首先给每个用户分配一条互补序列，然

后子序列发送到子载波信道上进行扩频，最后多个

载波信号叠加同时发送出去[4]。因此，互补序列的

数量决定了系统所能支持的用户数[5]。然而，根据

已有理论界可知，传统互补序列集的序列数量不能

超过子序列数量，从而使系统所能支持的用户数受

到了限制。

为了克服传统互补序列的缺陷以达到支持海量

用户同时接入的目的，零相关区互补序列集 [6–9]、

低相关区互补序列集[10]和准互补序列集[11–14]的构造

方法被提出。低相关区互补序列集(Low Correla-
tion Zone Complementary Sequence Set, LCZ-
CSS)是指在零点附近区域内异相相关函数值的和

是一个很小的值，这个区域称为低相关区。当异相

相关函数值为0时，被称为零相关区互补序列集
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δ δ ̸= 0 δ = 0

(Zero Correlation Zone Complementary Sequence
Set, ZCZ-CSS)。准互补序列集(Quasi-Comple-
mentary Sequence Set, QCSS)是在整个周期内异

相自相关函数值的和与互相关函数值的和为一个很

小的值 ( )。值得注意的是，当 时，序列

集为完备互补序列集。LCZ-CSSs和ZCZ-CSSs的研

究成果较为丰富，QCSSs的研究成果还相对较少。

Liu等人[11]基于Singer差集构造了一类最优和一类

几乎最优周期QCSSs。文献[12]改进了文献[11]的构

造方法，基于差集和几乎差集提出了几类最优和几

乎最优周期QCSSs的构造方法。文献[13]利用有限

域上的加法和乘法特性提出了一种周期QCSS的构

造框架，并基于这个框架给出了5种周期QCSSs
的构造方法。文献[14]基于分圆类提出了一类渐近

最优周期QCSSs的构造方法。

L N

L|N

本文首先基于2元序列支撑集和低相关序列集

提出了一种新的周期QCSS的构造框架。此框架构

造的关键是找到一组合适的2元序列和低相关序列

集，使2元序列长度 与低相关序列集长度 满足条

件 。只要给定一组满足条件的序列集即可得到

一类周期QCSS。其次，基于提出的框架结构，给

出了3组满足条件的序列集，即2元m序列支撑集分

别结合最优4元序列族A和族D；2元Sidelnikov序
列支撑集结合Luke序列集，从而完成了3类周期

QCSSs的构造。 

2    基本概念

N u = (u0, u1,

..., uN−1) v = (v0, v1, ..., vN−1)

定义1　两个长度为 的复值序列

和 ，周期相关函数定

义为

Ru,v (τ) =

N−1∑
t=0

ut · v∗⟨t+τ⟩N (1)

()
∗ ⟨⟩N N

u = v Ru,u(τ) u

Ru (τ)

其中， 表示复数共轭， 表示模 运算。特别

注意，当 时， 称为序列 的周期自相关

函数，记为 。

C = {C0, C1, ..., CM−1}
M Cm = {cm0 ,

cm1 , ..., c
m
K−1

}
t} K

cmk =
(
cmk,0, c

m
k,1, ..., c

m
k,N−1

)
N

Cm1 , Cm2 ∈ C

定义2　序列集 是一个

包 含 个 序 列 的 集 合 ， 每 个 序 列

包含 个子序列，每个子序列

的长度为 。任取两个序

列 ，序列的相关函数表示为

|RCm1 ,Cm2 (τ)| =

∣∣∣∣∣
M−1∑
m=0

RC
m1
k ,C

m2
k

(τ)

∣∣∣∣∣ ≤ δmax (2)

δmax = {δa, δb} C

δa = max {|RCm (τ)| : 0 < τ ≤ N − 1}
C

其中， 表示为序列集 的最大周期相

关函数幅值，

表示为序列集 的最大周期自相关函数幅值，

δb = max
{∣∣RCm1 ,Cm2 (τ)

∣∣ : m1 ̸= m2, 0 ≤ τ ≤ N − 1
}

C表示为序列集 的最大周期互相关函数幅值。

0 < δmax ≪ KN C

(M,K,N, δmax)−QCSS

δmax = 0 C

当 时，序列集 被称为周期准

互补序列集，表示为 ；当

时，序列集 称为完备互补序列集。

C (M,K,

N, δmax)−QCSS

C

定义3 [ 1 0 ]　若序列集 是一个参数为

的周期准互补序列集，则序列集

的相关理论下界定义为

δmax ≥ KN

√
M/K − 1

MN − 1
(3)

ρ其最优因子 定义为

ρ =
δmax

KN

√
M/K − 1

MN − 1

(4)

ρ ≥ 1 ρ = 1 C

1 < ρ ≤ 2

根据式(3)得到 。如果 ，则称序列集 为

最优周期准互补序列集；若 ，则称其为几

乎最优周期准互补序列集。

p n

Fpn Fp

定义4　令 是一个素数， 为一个正整数，迹

函数是一个从 到 的线性映射，将其定义为

tr (x) =
n−1∑
i=0

xp
i

, x ∈ Fpn (5)

p n

q = pn Zq−1 = {0, 1, ..., q − 2} q − 1

α Fp i ∈ Zq−1

F ∗
q ψ

定义 5　取一个素数 和一个正整数 ，令

,  是一个模 的整数

集合，令 是有限域 的本原元，对于 ,
上的乘法特性 定义为

ψi

(
αt
)
= ωit

q−1, k ∈ Zq−1 (6)

ωq−1 = exp (2πi/ (q − 1)) i =
√
−1 F ∗

q =

Fq\ {0} i = 0 ψ0 (x) = 1

其中， ,   ,  

；当  时， 。

D = {d0, d1, ..., dK−1} ⊆ ZN

K K ≤ N

a = (a0, a1, ..., aN−1) D

定义6　令集合 是

具有 个不同整数的集合，其中 ，2元序列

称为集合 的特征序列，其中

at =

{
1, t ∈ D

0,其他
, 0 ≤ t ≤ N − 1 (7)

D a wt (a) = |D| = K

a |D| D

集合 称为序列 的支撑集。 称为

序列 的汉明重量， 表示集合 的基数。 

3    新的周期准互补序列集构造框架

本节基于2元序列支撑集和低相关序列集提出

了一种新的周期QCSS构造框架。

L a = (a0,

a1, ..., aL−1) D = (d0, d1, ..., dK−1)

a

步骤1　取一个长度为 的 2元序列

，令集合 是2元序

列 的支撑集。

M

Q =
{
q0, q1, ..., qM−1

}
qm = (qm0 , q

m
1 , ...,

qmN−1

)
N Q

步骤2　取一个包含 个序列的低相关序列集

，每个序列

的长度为  ，序列集  必须满足以下条件：
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N L|N(1) 每个序列的长度 满足 ；

|Rqm1 ,qm2 (0)| = α0 m1 ̸= m2

(2) 序 列 集 的 同 相 互 相 关 函 数 值 满 足

，其中， ；

max {|Rqm1 ,qm2 (τ)|} = αmax τ ̸= 0

( 3 )  序列集的最大异相相关函数值满足

，其中， ；

M

C =
{
C0, C1, ..., CM−1

}
Cm = {cm0 ,

cm1 , ..., c
m
K−1

}
K

cmk = {cmk (0) , cmk (1), ..., cmk (N − 1)} N

步骤 3　构造一个包含 个序列的序列集

， 每 个 序 列

包 含 个 子 序 列 ， 每 个 子 序 列

长度为 ，具体

构造方法为

cmk (t) = qm (t) · ψdk

(
αt
)

(8)

0 ≤ k ≤ K − 1 0 ≤ t ≤ N − 1其中， ,  。

C

(M,K,N, δmax)−QCSS
定理1　上述方法得到的序列集 是一个参数

为 的周期准互补序列集。

C Cm1 Cm2

0 ≤ m1,m2 ≤M − 1 Cm1 Cm2

证明　在集合 中任取两个序列 和 ，

其中 ，计算序列 和 之间

的相关函数为

RCm1 ,Cm2 (τ) =

K−1∑
k=0

Rc
m1
k ,c

m2
k

(τ)

=

K−1∑
k=0

N−1∑
t=0

qm1 (t) · qm2(t+ τ)
∗

· ψdk

(
αt
)
· ψdk

(
αt+τ

)∗
=Rqm1,m2 (τ) ·

K−1∑
k=0

ψdk

(
α−τ

)
(9)

分以下两种情况讨论序列间相关性。

0 ≤ m1 ̸= m2 ≤M − 1 τ = 0情况1　当 且 时

max |RCm1 ,Cm2 (τ)|

= max

∣∣∣∣∣Rqm1,m2 (0) ·
K−1∑
k=0

ψdk

(
α0

)∣∣∣∣∣
= R1 (10)

0 < τ ≤ N − 1情况2　当 时

max |RCm1 ,Cm2 (τ)|

= max

∣∣∣∣∣Rqm1,m2 (τ) ·
K−1∑
k=0

ψdk

(
α−τ

)∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣αmax ·
K−1∑
k=0

ψdk

(
α−τ

)∣∣∣∣∣
= R2 (11)

C

δmax = max {R1, R2}
综上两种情况可知，序列集 的最大相关函数

幅值 。  证毕

C a

Q

本节提出一种周期QCSS的构造框架，构造的

目标序列集 的参数由2元序列 的支撑集和低相关

序列集 共同决定。构造的关键在于当给定一个具

体的2元序列时，需要找到满足条件的低相关序列

Q集 ，选取的序列不同，则构造的QCSSs的参数也

不同。 

4    周期准互补序列集的构造
 

4.1  基于2元m序列构造周期QCSS
本节在上述框架的基础上利用2元m序列支撑

集分别结合最优4元序列族A和族D构造了两类渐

近几乎最优周期QCSSs。
A = {v0, v1, ..., v2n} 2n + 1

2n − 1

v0

−1

引理1[11]　族 是包含 个

序列的集合。每个序列的长度为 ，特别注

意，序列 是一个2元m序列且异相自相关函数值

为 。族A的最大相关函数幅值为

αmax = 1 + 2n/2 (12)

V = {v1, v2, ..., v2n}是族A的子集，且具有如式(13)

的性质

R
(
ω
vk1
4 , ω

vk2
4 ; 0

)
= −1 (13)

1 ≤ k1, k2 ≤ 2n其中， 。

D = {v0, v1, ..., v2n−1} 2n

2 (2n − 1)

引理2[11]　族 是包含 个

序列的集合，每个序列的长度为 。族D的

最大相关函数幅值为

αmax = 2 + 2
n+1
2 (14)

且族D具有如式(15)的性质

R
(
ω
vk1
4 , ω

vk2
4 ; 0

)
∈ {0,−2, 2} (15)

0 ≤ k1 ̸= k2 ≤ 2n−1 τ = 0 τ = 2n − 1其中， ,  或者 。

n q = 2n u = (u0,

u1, ..., uL−1) L = q − 1

lmolL ̸= 0

引理3[13]　设一个正整数 ，令 , 

是一个长度为 的2元m序列，

对于任意的 ，则有∣∣∣∣∣
L−1∑
i=0

uiψi

(
αl
)∣∣∣∣∣ = 1

2

√
L+ 1 (16)

a = (a0, a1, ..., aL−1)

L ai = (ui · vi) mod 2 u

v L D = {d0, d1, ...,
dK−1} a a

wt (a) = Nτ
v (1, 1) = (L+ 1)/4 K = (L+ 1)/4

lmolL ̸= 0

引理4[13]　设序列 是一个长

度为 的2元序列，其中 ，序列 和

序列 是长度为 的 2元m序列。

为序列 的支撑集，序列 的汉明重量

， 则 ，

对于所有的  有

2

L−1∑
i=0

uiviψi

(
αl
)
=

L−1∑
i=0

(ui + vi)ψi

(
αl
)

+

L−1∑
i=0

uiψi

(
αl
)
+

L−1∑
i=0

viψi

(
αl
)

(17)

方法1　
n L = 2n − 1 u步骤1　取一个正整数 ，令 ， 和
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v L

a = (a0, a1, ..., aL−1)

是两个长度为 的2元m序列。构造一个2元m序列

，其中

ai = (ui · vi) mod 2, 0 ≤ i ≤ L− 1 (18)

a D = (d0,

d1, ..., dK−1)

步骤 2　取 2元m序列 的支撑集

作为框架中2元序列支撑集。

V = {v1,
v2, ..., v2n}

步骤3　取最优4元序列族A的子集

作为框架中低相关序列集，根据式(8)，

构造周期QCSS。
(M,K,N,

δmax)−QCSS C1

M = 2n K = (L+ 1) /4 =

2n−2 N = 2n − 1 δmax = 3
(
2n/2−2 + 2n−2

)
定理 2 　方法 1得到一个参数为

的周期准互补序列集 且参数渐近达

到几乎最优，其中， ,  

,  ,  。

C1 Cm1 Cm2证明　在集合 中任取两个序列 和 ，

分以下两种情况讨论序列间的相关性。

τ = 0情况1　当 时，由式(10)和式(13)得

max |RCm1 ,Cm2 (τ)| = |α0| ·

∣∣∣∣∣
K−1∑
k=0

ψdk

(
α−τ

)∣∣∣∣∣ = 2n−2

(19)

0 < τ ≤ N情况2　当 时，由式(16)和式(17)得

max |RCm1 ,Cm2 (τ)| = αmax

∣∣∣∣∣
K−1∑
k=0

ψdk

(
α−τ

)∣∣∣∣∣
= αmax

∣∣∣∣∣
L−1∑
i=0

aiψi

(
α−τ

)∣∣∣∣∣
≤ αmax

2
.



∣∣∣∣∣
L−1∑
i=0

(ui+vi)ψi

(
α−τ

)∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
L−1∑
i=0

uiψi

(
α−τ

)∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
L−1∑
i=0

viψi

(
α−τ

)∣∣∣∣∣


≤ 3

(
2n/2−2 + 2n−2

)
(20)

C1

δmax = 3
(
2n/2−2 + 2n−2

)
ρ≤ δmax

KN

√
M/K−1

MN−1

≈
√
3

(
1√
M

+1

)
=
√
3

(
1

2n/2
+1

)

ρ
n→∞

=
√
3 C1

综上可得，序列集 的最大相关函数幅值

。计算序列集的最优因子

。

进一步可以得到 ，可见序列集 是渐近

几乎最优的周期QCSS。  证毕

6 ≤ n ≤ 10

n ρ√
3

表1提供了当 时，由方法1得到的

QCSS参数，由表1可得随着 的增加 渐近达到

，方法1构造的序列集为渐近几乎最优QCSS。

方法2　
步骤1,2　同方法1。
步骤3　取最优4元序列族D作为框架步骤2中

低相关性序列集，根据式(8)构造周期QCSS。
(M,K,N,定理 3 　方法 2得到一个参数为

δmax)−QCSS C2

M = 2n K = (L+ 1) /4 =

2n−2 N = 2 (2n − 1) δmax = 3
(
2n/2−1 + 2n−3/2

)
的周期准互补序列集 且参数渐近达

到几乎最优，其中， ,  

,  ,  。

证明过程与定理2类似，在此省略。

7 ≤ n ≤ 11

n ρ√
3

表2提供了当 时，由方法2得到的

QCSS参数，由表2可得随着 的增加 渐近达到

，方法2构造的序列集为渐近几乎最优QCSS。 

4.2  基于2元Sidelnikov序列构造QCSS
N定义7　Luke序列集是一个包含 个序列的集

合，定义为

L̃r
m = e2jπ(

bm
p +mr

N ) (21)

p n q = pn

N = q − 1 {bm} N

其中， 是任意素数， 是一个正整数，且 ,
。 是一个长度为 的2元m序列。

引理5[15]　Luke序列集具有以下性质：

0 ≤ r ≤ N − 1 0 < τ ≤ N − 1(1) 对于 且 ，有∣∣∣RL̃r,L̃r (τ)
∣∣∣ = 1 (22)

0 ≤ r ̸= s ≤ N − 1(2) 对于 ，有∣∣∣RL̃r,L̃s(τ)
∣∣∣ = {

0, τ = 0√
N + 1 , 0 < τ ≤ N − 1

(23)

方法3　
p n

q = pn α Fp L = q − 1

a = (a0, a1, ..., aL−1)

步骤1　取一个奇素数 和一个正整数 ，令

且 是 的本原元。构造一个长度为

的2元Sidelnikov序列 ，其中

ai = logα(α
i + 1), 0 ≤ i ≤ N − 1 (24)

a

D = (d0, d1, ..., dK−1)

步骤2　取2元S ide ln i kov序列 的支撑集

作为框架中2元序列支撑集。

步骤3　取Luke序列集作为框架中的低相关序

列集，根据式(8)构造周期QCSS。

表 1  方法1周期准互补序列集参数

n M K N δmax ρ

6 64 16 63 54.0 1.9486

7 128 32 127 104.5 1.8851

8 256 64 255 204.0 1.8403

9 512 128 511 400.9 1.8086

10 1024 256 1023 792.0 1.7862

表 2  方法2周期准互补序列集参数

n M K N δmax ρ

7 128 32 254 152.7 1.9562

8 256 64 510 295.5 1.8888

9 512 128 1.22 577.0 1.8421

10 1024 256 2046 1134.0 1.8095

11 2048 512 4094 2240.0 1.7866
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(M,K,N,

δmax)−QCSS C3

M = N K = N/2 N = pn − 1

δmax = (q +
√
q)/2

定理 4 　方法 3得到一个参数为

的周期准互补序列集 且参数渐近达

到最优，其中， ,   ,   ,

。

C3 Cm1 Cm2证明　在集合 中任取两个序列 和 ，

分以下3种情况讨论序列间相关性。

τ = 0 m1 ̸= m2情况1　当 且 时

RCm1 ,Cm2 (τ) = Rsm1,m2 (0) ·
K−1∑
k=0

ψdk
(α−0) = 0 (25)

0 < τ ≤ N − 1 m1 = m2情况2　当 且 时

RCm1 ,Cm2 (τ) =Rsm1,m2 (τ) ·
K−1∑
k=0

ψdk
(α−τ )

=1 ·
N−1∑
i=0

aiψ−τ (α
i)

=
1

2

N−1∑
i=0

(−1)
ai · ψ−τ (α

i)

=
1

2

∣∣∣∣∣∣(−1)
−τ

+
∑
x∈Fq

ψN
2
(x+ 1)ψ−τ (x)

∣∣∣∣∣∣
≤1

2
(1 +

√
q) (26)

0 < τ ≤ N − 1 m1 ̸= m2情况3　当 且 时

RCm1 ,Cm2 (τ) =

K−1∑
k=0

Rc
m1
k ,c

m2
k

(τ)

=Rsm1,m2 (τ) ·
K−1∑
k=0

ψdk
(α−τ )

≤
√
q · (1 +√

q)

2

≤
(q +

√
q)

2
(27)

C3

δmax = (q +
√
q)/2

ρ =
δmax

KN

√
M/K − 1

MN − 1

≤
√
q

√
q − 1

= 1− 1

pn/2 − 1

综上3种情况可知，序列集 的最大相关函数

。 计 算 序 列 集 的 最 优 因 子

。

ρ
n→∞

= 1 C3进一步可以得到 ，序列集 是渐近

最优的QCSS。 证毕

p = 3 2 ≤ n ≤ 6

n ρ

1

表3提供了当 ,  时，由方法3得到

的QCSS参数，由表3可得随着 的增加 渐近达到

，方法3构造的序列集为渐近最优QCSS。 

5    构造方法比较

表4对现有QCSSs的构造方法和本文的构造方

N

M

法进行了比较。文献[11]利用Singer差集和序列的

线性相位变化提出了一种周期QCSS的构造框架，

本文方法1基于2元m序列支撑集分别结合最优4元

序列族A和族D构造了两类渐近几乎最优的QC-

SSs。对比文献[11]，当QCSSs的子序列数目 相同

时，本文方法1和方法2构造的序列数目 是文献[11]

的2倍。在多载波扩频通信系统中，本文构造方法

可以支持更多的用户。

p

p

文献[12]拓展了文献[11]构造方法的思路，利用

差集和序列的线性相位变换构造了两类渐近最优周

期QCSSs；对比文献[12]，本文构造方法得到的序

列数目呈指数形式增长，构造的序列数目更多，在

多载波通信系统中，可以支持更多的用户。除此之

外，文献[12]中参数 取不小于5的奇素数，而本文

方法3中 的取值可以为任意的奇素数，参数选择范

围更加的广泛，方法较文献[12]更加灵活。

文献[13]基于有限域上的加法和乘法特性提出

了一种周期QCSS的构造框架，并在此框架下构造

了5种具体的周期QCSSs。本文基于低相关序列集

和2元序列支撑集提出了一种周期QCSS的构造框

架。对比文献[13]，若本文构造框架中的低相关序

列集取序列族S[15]，即可以得到文献[13]所提出的

构造框架，可见文献[13]的构造框架是本文的一个

特例。当其他满足条件的低相关序列集，如序列族

A、族D和Luke序列集应用到本文框架中时，则可

以得到更多具有不同参数形式的QCSSs，从而满足

不同通信系统的要求。 

6    结束语

本文提出一种新的周期QCSS的构造框架，在

这个框架的基础上，基于2元m序列和2元Sidelnikov

序列分别结合最优4元序列族A，族D和Luke序列

集构造了3类周期QCSSs，序列集的参数由2元序列

和低相关序列集共同决定。除此之外，本文所提

QCSS构造框架包含了现有QCSS的构造框架，且

构造的序列数目更多，在多载波扩频通信系统中可

以支持更多的用户。

表 3  方法3周期准互补序列集参数

n M K N δmax ρ

2 8 4 8 6.0 1.4882

3 26 13 26 16.1 1.2374

4 80 40 80 45.0 1.1249

5 242 121 242 129.3 1.0685

6 728 364 728 378.0 1.0385
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