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摘   要：针对有限区间哈默斯坦(Hammerstein)非线性时变系统，该文提出一种加权迭代学习算法用以估计系统

时变参数。首先将Hammerstein系统输入非线性部分进行多项式展开，采用迭代学习最小二乘算法辨识系统的时

变参数。为了防止数据饱和，采用带遗忘因子的迭代学习最小二乘算法，进而引入权矩阵，采用加权迭代学习最

小二乘算法改进系统跟踪误差，以提高辨识精度。该文分别给出3种算法的推导过程并进行仿真验证。结果表

明，与迭代学习最小二乘算法和带遗忘因子迭代学习最小二乘算法相比，加权迭代学习最小二乘算法具有辨识精

度高、跟踪误差小以及迭代次数少等优点。
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Abstract: For Hammerstein nonlinear time-varying systems running repeatedly on finite intervals, a weighted

iterative learning algorithm is proposed to estimate the time-varying parameters involved in the system

dynamics. The nonlinear input part of the Hammerstein system is tackled based on polynomial expansion, and

the iterative learning least square algorithm is given for the time-varying parameter identification. In order to

prevent data saturation, an iterative learning least squares algorithm with forgetting factor is proposed for

reducing the system tracking error and improving the identification accuracy; A weighted iterative learning

least squares algorithm is further presented by introducing the weight matrix. The derivations of the three

algorithms are given in detail. The simulation results demonstrate the effectiveness of the proposed learning

algorithms, and in comparison with iterative learning least squares algorithm, the modified one sreach high

identification accuracy and need fewer iterations.

Key words: Weighted iterative learning identification; Time-varying parameters; Hammerstein Model; Least

squares algorithm

 

1    引言

非线性特性广泛存在于实际工业生产过程中，

为便于研究其变化规律，需要用数学模型来对所研

究的物理现象或过程进行定量分析，因此非线性系

统辨识问题受到越来越多的关注。非线性系统结构

复杂，难以采用统一模型进行描述，在过去的几十

年里，国内外学者主要致力于较普遍的块结构非线

性系统辨识[1]。块结构非线性系统可以分为非线性

静态部分和线性动态部分，分别用非线性函数和线

性函数来表示其特性 [2]。其中，维纳(Wiener)系
统、哈默斯坦(Hammerstein)系统及其组合形式是

应用最广泛的配置。哈默斯坦系统广泛应用于模拟

连续搅拌釜式反应器、pH中和过程、蒸馏塔、液

压自动发电量控制系统、多传感器系统等非线性过

程或系统[3,4]。它由1个非线性静态函数串联和1个
线性动态子系统构成，其中哈默斯坦受控自回归滑

动平均模型(Controlled AutoregRessive Moving
Average model, CARMA)系统的具体形式描述如

图1所示。

针对哈默斯坦系统的辨识问题，已开展较多

研究工作，如子空间辨识法[5–8]、过参数化法[9,10]、
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最小二乘法[11]、极大似然法[12]、非参数核回归估

计[13,14]、分数阶法[15]、基于特殊输入信号的方法[16]

和相关分析方法[17]等。文献[16]提出一种识别哈默

斯坦非线性过程的方法，该方法利用一个特殊的测

试信号，能够识别出哈默斯坦系统由1个非线性静

态函数和1个线性动态子系统组成。针对哈默斯坦

非线性带外部输入的自回归滑动平均模型(Autoreg-
Ressive Moving Average model with eXogenous
Input, ARMAX)，文献[18]提出了一种迭代梯度算

法。上述方法均是假设静态非线性特性为子函数

多项式的组合前提下，针对定常哈默斯坦系统开展

的研究。现有带遗忘因子递推算法[19]、块脉冲函数

法[20]等能够提高时变参数跟踪性能；迭代学习辨识

算法[21,22]有效解决了时变参数估计问题。鉴于块结

构时变非线性系统辨识方面的研究尚少，本文将迭

代学习方法进一步运用于基于块结构的非线性系统

辨识。

本文提出一种加权迭代学习辨识的方法，其动

机是已有系统辨识算法加权修正的思想[23]。当动态

系统在有限区间上重复运行时，沿重复轴来看，固

定时刻对应的参数是相对固定的，可以采用迭代学

习算法估计时变参数。但由于实际中存在非重复初

始条件和外部干扰，一致重复运行并不是总能保证

的。因此，为提高参数估计精度和系统跟踪效果，

将时间轴上加权矩阵方法推广运用于沿重复轴上的

修正，构建加权迭代学习算法。

本文考虑有限区间上重复运行的哈默斯坦非线

性时变系统，借助哈默斯坦定常系统辨识方法，采

用辅助模型方法[24]，推导出哈默斯坦非线性时变系

统基于“重复轴”的迭代学习最小二乘算法。同

时，为避免数据饱和，引入遗忘因子，推导出带遗

忘因子迭代学习最小二乘算法。在此基础上，进一

步改进准则函数，引入权矩阵，探索一种加权迭代

学习最小二乘(Weighted Iterative Learning Least
Squares, WILLS)的辨识方法，并将该算法运用于

时变哈默斯坦模型的辨识研究，其优点是达到一定

辨识精度的条件下，迭代次数少，输出误差小且稳

定性好。 

2    问题描述

考虑如式(1)所述有限区间上重复运行的单输

入单输出离散时变哈默斯坦系统

A(q−1, t)yk(t) = B(q−1, t)f(uk(t), t) +D(q−1, t)vk(t)
(1)

其中

A(q−1, t) = 1+a1k(t)q
−1+a2k(t)q

−1+...+anak(t)q
−na

(2)

B(q−1, t) = b1k(t)q
−1 + b2k(t)q

−1 + ...+ bnbk(t)q
−nb

(3)

D(q−1, t) = 1+d1k(t)q
−1+d2k(t)q

−1+...+dndk(t)q
−nd

(4)

k uk(t) yk(t) k

f(uk(t), t)

vk(t) k σ2

uk(t)

ūk(t)

是迭代次数， 和 是系统第 次运行时的

输出，其中哈默斯坦静态非线性函数

可以用不同的函数结构来建模，如神经网络结

构、多项式函数、分段函数、饱和函数、死区函数

等，本文把其看作已知基函数的多项式线性组合，

是第 次运行时0均值，方差为 的白噪声序

列。根据输入信号 映射到不可测的内部变量
[25]

ūk(t) =f(uk(t), t) = h1k(t)f1(uk(t))

+ h2k(t)f2(uk(t)) + ...+ hnk(t)fn(uk(t))

=

n∑
l=1

hlk(t)fl(uk(t)) (5)

uk(t) yk(t)

aik(t) bik(t) dik(t)

hik(t)

本文通过可测的输入输出数据 ,  分析

不同辨识算法对非线性模型参数 ,  , 

和 的估计效果，进一步比较系统的跟踪性

能。下面将式(1)进一步展开，可以得到

yk(t) =[1−A(q−1, t)]yk(t) +B(q−1, t)ūk(t)

+D(q−1, t)vk(t)

=−
na∑
i=1

aik(t)yk(t− i) +

nb∑
i=1

bik(t)ūk(t− i)

+D(q−1, t)vk(t) (6)

令

wk(t) = D(q−1, t)vk(t) (7)

wk(t) =

nd∑
i=1

dik(t)vk(t− i) + vk(t) (8)

可得

yk(t) =−
na∑
i=1

aik(t)yk(t− i) +

nb∑
i=1

bik(t)ūk(t− i)

+

nd∑
i=1

dik(t)vk(t− i) + vk(t) (9)

定义参数向量

θks(t) =[a1k(t), ..., anak(t), h1k(t)b(t), ..., hnk(t)b(t)]
T

∈ Rn1 , n1 = na + n (10)

 

 
图 1 哈默斯坦系统CARMA模型
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θk(t) =[a1k(t), ..., anak(t), h1k(t)b(t), ..., hnk(t)b(t),

d1k(t), ..., dndk(t)]
T ∈ Rn2 ,

n2 = na + n× nb + nd (11)

同时，定义信息向量为

ϕks(t) =[−yk(t− 1), ...,−yk(t− na), φ1(t), ..., φn(t)]
T

∈ Rn1 (12)

ϕk(t) =[−yk(t− 1), ...,−yk(t− na),φ1(t), ...,φn(t),

vk(t− 1), ..., vk(t− nd)]
T ∈ Rn2 (13)

其中

b(t) = [b1k(t), ..., bnbk(t)]
T (14)

φi(t) = [fi(uk(t− 1)), ..., fi(uk(t− nb))]
T (15)

从而获得哈默斯坦非线性时变系统的回归模型

yk(t) = ϕT
k (t)θk(t) + vk(t) (16)

hik(t)b(t)

θi
lk(t) = hlk(t)bik(t)

θi
lk(t) hlk(t) h1k(t) = 1

bik(t)

hlk(t) =
∑nb

i=1

θi
lk(t)

bik(t)
/nb l = 2, 3, ..., n

由此可见，所构建的模型形成了可沿时间轴递

推和重复轴学习的回归形式，可采用基于重复轴的

迭代学习算法获得参数的一致估计。由于式(2)中
系统参数 存在耦合现象，需对其系数进行

归一化处理。令 ，通过辨识算

法得到 ，假设 的第1项 ，可以

得到 ，再对其做除法和算术平均处理，从而

获得 ,  。
 

3    哈默斯坦非线性时变系统的加权学习
辨识

k

t

当系统在给定区间上重复运行时，记录或量测

从第1次到第 次操作的输入和输出数据，对应固定

时刻

Yk(t) = [y1(t), y2(t), ..., yk(t)]
T

Φk(t) = [ϕ1(t), ϕ2(t), ..., ϕk(t)]
T

Vk(t) = [v1(t), v2(t), ..., vk(t)]
T

 (17)

k可将表示 次重复运行的系统特性表达为

Yk(t) = ΦT
k (t)θk(t) + Vk(t) (18)

 

3.1  迭代学习最小二乘算法

针对重复运行的哈默斯坦时变系统，考虑如

式(19)的极小化准则函数

Jk(θ̂k(t), t) =
1

2
[Yk(t)−Φk(t)θ̂k(t)]

T

· [Yk(t)−Φk(t)θ̂k(t)] (19)

ΦT
k (t)Φk(t)假设 是可逆的，欲使式(19)最小，

可得

θ̂k(t) = (ΦT
k (t)Φk(t))

−1ΦT
k (t)Yk(t) (20)

Φk(t)[ϕk(t)] vk(t− i)

vk(t− i) v̂k(t− i)

ϕk(t) ϕ̂k(t)

由于式(11)中 包含了未知项 ，

考虑辅助模型的方法，借助交互估计理论的思想，

对于信息矩阵中的未知项 用其估计

代替，则 可用 代替，可得

ϕ̂k(t) =[−yk(t− 1), ...,−yk(t− na),φ1(t), ...,

φn(t), v̂k(t− 1), ..., v̂k(t− nd)]
T (21)

由式(16)可知

vk(t) = yk(t)− ϕT
k (t)θk(t) (22)

v̂k(t) = yk(t)− ϕ̂T
k (t)θ̂k(t) (23)

θ̂k(t)

当采集到系统重复运行的一批数据后，通过上式可

以获得时变参数的估计，但当 维数较大时，求

逆运算将使计算量增大，为了回避求逆运算，定义

Pk
−1(t) = ΦT

k (t)Φk(t) (24)

可得

P−1
k (t) = P−1

k−1(t) + ϕ̂k(t)ϕ̂
T
k (t) (25)

(A+BCD)−1 = A−1−
A−1B(C−1 +DA−1B−1)−1DA−1

利用矩阵求逆公式，

，可得

Pk(t) = Pk−1(t)−
Pk−1(t)ϕ̂k(t)ϕ̂

T
k (t)Pk−1(t)

1 + ϕ̂T
k (t)Pk−1(t)ϕ̂k(t)

(26)

ϕ̂k(t)式(26)两端同乘

Pk(t)ϕ̂k(t) =
Pk−1(t)ϕ̂k(t)

1 + ϕ̂T
k (t)Pk−1(t)ϕ̂k(t)

(27)

将式(25)代入式(20)，可得

θ̂k(t) =Pk(t)Φ
T
k (t)Yk(t)

=Pk(t)[Φ
T
k−1(t)Yk−1(t) + ϕ̂k(t)yk(t)]

=Pk(t)[P
−1
k−1(t)θ̂k−1(t) + ϕ̂k(t)yk(t)] (28)

根据式(25)、式(26)和式(28)，可得

θ̂k(t) =θ̂k−1(t) +
Pk−1(t)ϕ̂k(t)

1 + ϕ̂T
k (t)Pk−1(t)ϕ̂k(t)

· [yk(t)− ϕ̂T
k (t)θ̂k−1(t)] (29)

至此，式(26)和式(29)构成了该模型的迭代学

习最小二乘算法。 

3.2  带遗忘因子的迭代学习最小二乘算法

λ

为避免数据饱和现象，增加新数据的权重，加

快跟踪误差收敛速度及精度，在上述算法的基础上

引入遗忘因子 ，考虑如式(30)的准则函数

Jk(θ̂k(t), t) =
1

2
[Yk(t)−Φk(t)θ̂k(t)]

T

·Lk[Yk(t)−Φk(t)θ̂k(t)] (30)
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其中

Lk =


λk−1

λk−2

. . .
1


k×k

(31)

∂Jk(θ̂k(t), t)

θ̂k(t)
= 0欲使式(30)最小，令

∂Jk(θ̂k(t), t)

θ̂k(t)
= ΦT

k (t)LkΦk(t)θ̂k(t)−ΦT
k (t)LkYk(t) = 0

(32)

可得

θ̂k(t) = (ΦT
k (t)LkΦk(t))

−1ΦT
k (t)LkYk(t) (33)

ΦT
k (t)LkΦk(t)假设 是可逆的，参照式(24)—

式(29)，定义

H−1
k (t) = ΦT

k (t)LkΦk(t) (34)

H−1
k (t) = λH−1

k−1(t) + ϕ̂k(t)ϕ̂
T
k (t) (35)

λHk(t) = Hk−1(t)−
Hk−1(t)ϕ̂k(t)ϕ̂

T
k (t)Hk−1(t)

λ+ ϕ̂T
k (t)Hk−1(t)ϕ̂k(t)

(36)

ϕ̂k(t) λ两端同乘 ，除以 可得

Hk(t)ϕ̂k(t) =
Hk−1(t)ϕ̂k(t)

λ+ ϕ̂T
k (t)Hk−1(t)ϕ̂k(t)

(37)

θ̂k(t) =Hk(t)Φ
T
k (t)Lk(t)Yk(t)

=Hk(t)[λΦ
T
k−1(t)Lk−1Yk−1(t) + ϕ̂k(t)yk(t)]

=Hk(t)[λH
−1
k−1(t)θ̂k−1(t) + ϕ̂k(t)yk(t)]

=Hk(t)[(H
−1
k (t)− ϕ̂k(t)ϕ̂

T
k (t))θ̂k−1(t)

+ ϕ̂k(t)yk(t)]

=θ̂k−1(t) +Hk(t)ϕ̂k(t)(yk(t)− ϕ̂T
k (t)θ̂k−1(t))

(38)

把式(37)代入

θ̂k(t) =θ̂k−1(t) +
Hk−1(t)ϕ̂k(t)

λ+ ϕ̂T
k (t)Hk−1(t)ϕ̂k(t)

· (yk(t)− ϕ̂T
k (t)θ̂k−1(t)) (39)

式(37)和式(39)构成带遗忘因子迭代学习最小

二乘算法。 

3.3  加权迭代学习最小二乘算法

θk(t)

上述两类算法能获得参数的一致估计，但对初

始条件的一致性要求苛刻，且跟踪精度有进一步提

升的空间，下面提出一种加权的迭代学习算法以获

得更优跟踪效果和辨识精度。为了得到参数 的

估计，考虑如式(40)的准则函数[21]

Jk(θ̂k(t), t) =Ek
T(t)QkEk(t) + (θ̂k(t)− θ̂k−1(t))

T

·Rk(θ̂k(t)− θ̂k−1(t)) (40)

其中

Ek(t) = Yk(t)−ΦT
k (t)θ̂k(t) (41)

Ek(t) Qk

Rk qkn(t) = qkn
1

kn ∈ [1, k] q1 ∈ [0, 1] r1 ∈ [0, 1]

为系统模型输出误差构造成的矩阵， 和

为 正 定 的 权 重 矩 阵 ， 这 里 ， ,

,  ,  。

Qk =



q1 ... 0 ... 0
...

. . .
...

...
0 ... qkn

... 0
...

...
. . .

...
0 ... 0 ... qk


k×k

(42)

Rk =


rn2−1
1

rn2−2
1

. . .
1


n2×n2

(43)

根据矩阵求导公式

∂Jk(θ̂k(t), t)

θk(t)
=− 2ΦT

k (t)Qk(Yk(t)−ΦT
k (t)θ̂k(t))

+ 2Rk(θ̂k(t)− θ̂k−1(t)) (44)

欲使式(44)最小，可令

∂Jk(θ̂k(t), t)

θ̂k(t)
= 0 (45)

此时可获得系统模型输出误差与参数估计误差的最

优化，求得

θ̂k(t) =(ΦT
k (t)QkΦk(t) +Rk)

−1Rkθ̂k−1(t)

+ (ΦT
k (t)QkΦk(t) +Rk)

−1ΦT
k (t)QkYk(t)

(46)

从而，式(46)构成该模型加权最小二乘算法，通过

加权最小二乘算法进行哈默斯坦模型时变参数估计

的步骤如表1所示。 

4    数值算例

本节将完成具体的算例仿真，考虑如下重复运

行的时变哈默斯坦模型

A(q−1, t)yk(t) = B(q−1, t)f(uk(t), t) +D(q−1, t)vk(t)
(47)

k uk(t) yk(t) k

f(uk(t), t)

vk(t) k

σ2 uk(t)

f(uk(t), t)

A(q−1, t)=1 + a1k(t)q
−1+a2k(t)q

−1 B(q−1, t) =

b1k(t)q
−1 + b2k(t)q

−1 D(q−1, t) = 1 + d1k(t)q
−1

a1k(t) = 1.5sin
1000

t − 1 a2k(t) = 0.01× t× lg
50

t

b1k(t) = 0.16× sin
3πt
20

− 1.2 b2k(t) = lg
(
0.1 + 1.4×

是迭代次数， 和 是系统第 次运行时的

输出，其中哈默斯坦静态非线性函数 可以

用不同的函数结构来建模， 是第 次运行时零

均值、方差为 的白噪声序列，输入信号 映

射到不可测的非线性内部变量 。线性部分

参数 , 

,   。其

中， ,   ,

,  
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∣∣∣cos30π
t

∣∣∣)− 1 d1k(t) = 0.17× sin
2πt
15

+ 0.3

f(uk(t), t)=h1k(t)uk(t)+h2k(t)u
2
k(t)+h3k(t)u

3
k(t)

h1k(t) = 1

h2k(t) = 0.7 + 1.3×
∣∣∣∣sin36πt

∣∣∣∣ 1
8 h3k(t) = 0.05×

cos
3πt
10

− 0.9

,  。非线性部

分， ，

为了避免参数耦合问题，假设 ，其余参

数为 ,  

。

uk(t)

P−1(t) = p−1(t)

I9×9 p−1(t) = 106 θ−1 = [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]T

r1 = 0.98 q1 = 0.98

λ = 0.98

在仿真过程中，取输入 为零均值、方差为

1的不相关持续激励信号，噪声项为零均值、方差

为0 .01的白噪声序列。选取初值

,   ,   ,

,  ，分别采用迭代学习最小二乘

算法、带遗忘因子迭代学习最小二乘算法，以及加

权迭代学习最小二乘算法估计该时变系统的参数。

采用带遗忘因子迭代学习最小二乘算法的参数估计

中，遗忘因子取 ，为检验其收敛效果，定

表 1  采用加权迭代学习最小二乘算法进行参数估计流程图

　输入：重复激励的一组数列

Yk(t)　输出：堆积的输出向量

t = 0,1, ..., N

θ̂−1(t) v̂k(t) q1 r1 k = 0
　(1) 对于所有的 ，给定参数估计的初始值

　　   =0，迭代所需的 , 及 ，并置 ;

k ≤ Kmax Kmax　(2) While  ( 为最大迭代次数)

t ∈ [0, N ]　(3) 　for each 

k uk(t)

yk(t)

　(4) 　　　在第 次重复运行时，采集输入数据 ，计算输出

　　  数据 ;

Qk Φk(t)[ϕ̂k(t)]　(5) 　　　计算 和 ;

θ̂k(t)　(6) 　　　通过式(46)计算得出 ;

v̂k(t)　(7) 　　　利用式(23)更新 ;

　(8) 　 End

k = k + 1　(9) 检验迭代停止条件，满足则停止；否则置 ，并回到

　　  第3步；

　(10) End

 

 
图 2 采用加权迭代学习最小二乘算法的参数估计结果
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J1 = ln max
0≤t≤N

|ek(t)|
ek(t) = yk(t)− φ̂T

k (t)θ̂k−1(t)

J2 = ln max
0≤t≤N

|δk(t)| δk(t) =

||θ̂k(t)− θ−1(t)||
||θ−1(t)||

义系统每次迭代的模型输出误差 ，

这里 ，定义系统每次迭

代的参数估计误差 ，这里

。

加权迭代学习算法的参数估计结果如图2所示，

3种算法的模型输出误差和参数估计误差如图3和图4

所示。仿真结果表明，加权迭代学习算法可以有效估

计模型的时变参数。在迭代学习最小二乘算法的基础

上引入遗忘因子可以改善模型输出误差和参数估计

误差。考虑如式(40)的准则函数，引入加权矩阵，可

以进一步降低模型输出误差，提高辨识精度，尤其在

达到某一确定的参数估计误差或模型输出误差时，迭

代次数明显减少，同时该算法可获得更好的辨识效果。 

5    结论

对于Harmmerstein非线性时变系统的参数估

计问题，本文提出加权学习辨识算法，推导了重复

运行条件下的迭代学习最小二乘法、带遗忘因子迭

代学习最小二乘法和加权迭代学习最小二乘法。在

重复持续激励条件下，仿真结果显示加权学习辨识

算法可以实现时变参数的完全估计。与现有辨识算

法相比，本文算法进一步提高了时变参数的估计精

度，提高了算法的跟踪性能，在达到一定辨识精度

下，加权算法可以减少重复运行的次数。
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