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摘   要：应用频控阵式多输入多输出(FDA-MIMO)雷达实现目标距离-角度联合估计越来越受到人们的重视，利

用FDA同时获得发射波束图在角度和距离的自由度。但其性能因波束图的周期性和时变性而降低。因此，该文基

于时间调制和距离补偿FDA-MIMO(TMRC-FDA-MIMO)雷达的新波形合成模型，提出了一种改进的基于旋转不

变技术的信号参数估计(ESPRIT)算法。最后，通过距离和角度估计的克拉美罗下界和均方根误差，与固定频偏

FDA-MIMO、对数频偏FDA-MIMO雷达系统和多信号分类(MUSIC)算法进行了对比，验证了所提方法的优异性能。
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Abstract: The application of Frequency Diverse Array and Multiple Input Multiple Output (FDA-MIMO)

radar to achieve range-angle estimation of target has attracted more and more attention. The FDA can

simultaneously obtain the degree of freedom of transmitting beam pattern in angle and range. However, its

performance is degraded due to the periodicity and time-varying of the beam pattern. Therefore, an improved

Estimating Signal Parameter via Rotational Invariance Techniques (ESPRIT) algorithm to estimate the target’

s parameters based on a new waveform synthesis model of the Time Modulation and Range Compensation

FDA-MIMO (TMRC-FDA-MIMO) radar is proposed. Finally, the proposed method is compared with identical

frequency increment FDA-MIMO radar system, logarithmically increased frequency offset FDA-MIMO radar

system and MUltiple SIgnal Classification (MUSIC) algorithm through the Cramer Rao lower bound and root

mean square error of range and angle estimation, and the excellent performance of the proposed method is

verified.

Key words: Multiple Input Multiple Output (MIMO); Frequency Diverse Array (FDA); Time-invariant; Spatial

focusing; Cramér-Rao lower bound

 

1    引言

在不考虑电磁波传播衰减的情况下，相控阵雷

达发射波束的增益仅与角度有关，在距离维上不受

控[1]。近年来，为了克服这一缺点，一种新体制频

控阵(Frequency Diverse Array, FDA)雷达越来越

得到关注[2]。该方法的本质是在天线发射阵列单元

上增加一个小的频率增量，以生成与距离-角-时间

相关的发射波束方向图。与传统雷达使用的调频技

术不同，FDA发射波束可以周期性的扫描空间区

域，并在距离、角度和时间维度上形成波束聚焦，

聚焦效果会随着频率的增加而变化 [ 3 ]。因此，

FDA在目标定位、波束自动扫描和距离相关的杂

波干扰抑制等方面优于传统相控阵[4]。此外，虽然

多输入多输出(Multiple-Input Multiple-Output,
MIMO)雷达通过波形分集可以有效地获得时间和

空间上的自由度，使其拥有许多传统相控阵雷达无
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法实现的功能。但是在复杂的道路和多目标的环境

中，特别是在目标角度相同或目标距离相近时无法

获得令人满意的结果。而FDA-MIMO体制雷达由

于其在距离-角度维度波形优势，成为一种解决上

述问题的方法[5–9]。

频控阵雷达在使用不同的频偏调制方法时，会

产生不同的波束图效果，向每个阵元引入一个固定

频率值时，会使发射波束图产生周期性条带状图

案。而在文献[10]提出一种基于对数频偏 (Logari-
thmi -cally Increased Frequency Offset, LIFO) 的
FDA，它可以将发射波形的能量集中在单个目标

区域。在文献[5]采用固定频偏式(Identical Fre-
quency Increment, IFI)多输入多输出频控阵雷达

(FDA-MIMO)去抑制距离相关的干扰，提高了接

收信噪比(Signal Noise Ratio, SNR)。FDA-
MIMO雷达利用发射波形的特点，可以将发射能量

有效地汇聚在感兴趣的距离和角度区域。一种适用

于频控阵雷达的不等尺寸子阵结构被提出来，通过

使用可变宽度的波束，使目标在距离和角度维度上

获得更大的聚焦，以使接收机接收到的回波有助于

更好地估计目标参数。文献[11]应用改进的两级旋

转不变算法(two-stage Estimating Signal Parame-
ter via Rotational Invariance Techniques, two-
stage ESPRIT)在FDA-MIMO雷达上。但是由于

发射波束图的时变性，实际能量汇聚到目标的持续

时间很短，使得从目标反射到接收天线的能量很

小，因此并不能有效抑制与距离有关或者与距离-
角度相关的干扰。为了解决发射波束图周期性变

化，文献[12]通过时间调制优化频率偏移实现了一

种时不变的空间聚焦波束图。距离相关波束形成可

以有效地抑制同一角度、不同距离目标的干扰，这

是传统MIMO雷达所无法做到的。然而，目前学者

们主要研究固定频偏和基于对数函数的非线性频偏

体制FDA-MIMO，而它们的波形分别是周期性的

和时变的。

因此，有必要研究基于时不变点状波束方向图

的雷达目标参数估计性能。在前期完成了应用改进

的加速粒子群算法(New Accelerated Particle
Swarm Optimization, NAPSO)去实现时不变、低

旁瓣和空间聚焦的波束优化的基础上[13]，建立时间

调制距离补偿式(Time Modulation and Rang
Compensation, TMRC)FDA-MIMO雷达数学模

型。并在此种体制雷达下，提出了一种通过旋转不

变技术进行两阶段信号参数估计的方法以实现目标

角度和距离的联合估计。此外，还分别推导了TM-
RC-FDA-MIMO雷达目标角度和距离估计的克拉

美罗下界(Cramér-Rao Lower Bound, CRLB)和均

方误差(Root Mean Squared Error, RMSE)的封闭

式数学公式以验证其性能。 

2    TMRC-FDA-MIMO雷达数据模型

M N

m

不失一般性，假定TMRC-FDA-MIMO雷达系

统由 个发射元件和 个接收元件组成，其系统结

构如图1所示。第 发射元件的相应频率值可以

写成[14]

fm(t) = f0 +∆fm(t),m = 1, 2,···,M (1)

f0 ∆fm(t)

dT dR

d

其中， 是发射元件的中心频率， 是相对于

中心频率的小频率增量[15]。发射单元和接收单元的

单元间距分别为 和 ，发射单元和接收单元之间

的最近距离为 。

Ω Z

rz0

θz0 Ω

假设在远场目标空域 中有一个目标 ，其相

对于阵列最左侧参考阵元的距离为 ，而水平角为

。感兴趣的目标区域 由式(2)描述

Ω= {εrmin ≤ r ≤ εrmax, εθmin ≤ θ ≤ εθmax} (2)

观察目标和发射元件之间的距离[2]为

rzm = rz0 − (m−1)dTsinθz0 ,m = 1, 2, ···,M (3)

(r,θ)所有发射元件发射的信号能量到达位置 为

p(t;r,θ) =rect(
t

T
)γm(t)

√
Ptotal

M

·
∑M

m=1
ej[2πfm(t)(t− rm

c )+φm]

φm = −2πlog(m)
ς(m)


(4)

rect(t/T ) =
{

1, 0 ≤ t ≤ T/2
0, T/2 < t ≤ T T

c

Ptotal γm(t)∫ T

0
γm (t) γ∗

m (t) dt = 1,m = 1,

2, ···,M ( · )∗

φm ς (m) ,m = 1, 2, ···,M

其中， , 是雷达脉冲

的持续时间，符号 代表光在自由空间中的传输速

度， 是总传输能量，并且 表示归一化的

波形能量，并存在

。其中符号 代表共轭运算符。表达式

是相位加权，符号 是通过文

献[9]中改进的加速粒子群算法(New Accelerated
Particle Swarm Optimization, NAPSO)算法优化

得到的，其值对应发射阵元标号而变化。

 

 
图 1 TMRC-FDA-MIMO雷达收发子阵划分方案
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m

基于时间调制距离补偿式频控阵波束合成技术

的第 个发射阵元频偏表达式为

�fTMRC
m (t) =

log(m)
ς − f0(m−1)dTsinθz0/c

t− rz0/c
(5)

m因此，第 个发射元件的信号表达式重新整理为

sm(t) = rect
(

t

T

)
γm (t) ej2πfm(t) (6)

2π(dTf0sinθz0/c−∆fTMRC
m (t)rz0/c−∆fTMRC

m (t)t)

φTMRC(t) =2π
(
dTf0sinθz0/c−∆fTMRC

m (t)2rz0/c−

∆fTMRC
m (t)t

)

当与目标相遇后，相邻发射阵列元件间的相位差

为 。

发射信号从目标反射到达同一接收元件时相位差

为

。可得TMRC-FDA-MIMO的发射导

向矢量为

aTMRC(θ, r, t) =[1, ejφTMRC(t), ···,

ejφTMRC(t)(M−1)] (7)

接收导向矢量为

b (θ)=
[
1, ej

2πf0
c dRsin(θ), · · · , ej

2πf0
c (N−1)dRsin(θ)

]T
(8)

N × 1可以发现，由 维接收数组生成的复杂观

测向量表达为

x (l)=δ0 (τ) b (θ
z
0)a

T
TMRC (θ

z
0 , r

z
0 , l) s (l) + n (l) (9)

δ0(τ)

τ = τm,T+τn,R

τm,T τn,R

其中，符号 代表目标的复反射系数。发射接收

延时为 ，由电磁波从发射到目标延时

和再返回到接收器所经历的时间 共同组

成，其表达式为

τm,T=
1

c
[r − dT (m− 1) sin (θ)]

τn,R=
1

c
{r − [dT (M − 1) + d+ dR (n− 1) ] sin (θ)}


(10)

n(l)

σ2

为了便于分析和计算，假定加性噪声 是一

个独立且相同的高斯分布过程，其均值和方差分别

为0和 。

s(l) = [s1(l),s2(l),···,sM (l)]

由于每个阵元之间的发射信号是正交的，因此

可以通过匹配滤波器将接收信号分离出来，得到

，如式(11)所示

Y =

[
L∑

l=1

x (l) sH (l)

][
L∑

l=1

s (l) sH (l)

]−1

=δ0 (τ) b (θ
z
0)a

T
TMRC (θ

z
0 , r

z
0) +N (11)

( · )−1
( · )−H

其中，符号 和 分别表示矩阵的逆算子和

共轭转置算子，以及

N=

[
L∑

l=1

n (l) sH (l)

][
L∑

l=1

s (l) sH (l)

]−1

(12)

对Y进行向量化运算为

y = δ0 (τ)µTMRC (θ
z
0 , r

z
0) + n (13)

µTMRC(θ
z
0 , r

z
0) = b(θz0)⊗ aTMRC(θ

z
0 , r

z
0)

n = vec(N)

⊗

其中， 联合发

射-接收转向矢量， 是噪声矢量，该符

号 代表克罗内克积(Kronecker)运算符。 

3    距离-角度联合估计
 

3.1  算法模型推导

所有P个目标的联合发送-接收引导向量可以表

示为矩阵

U =[b (θ1)⊗ aTMRC (θ1, r1) , ···,
b (θP )⊗ aTMRC (θP , rP )] (14)

此矩阵重新整理为

U = Br ◦ATMRC =


ATMRCD1 (Br)
ATMRCD2 (Br)

...
ATMRCDM (Br)



=


ATMRC

ATMRCΦ
1
r

...
ATMRCΦ

M−1
r

 (15)

Dm()

◦
其中， 表示将矩阵的第m行构造为对角矩阵的

运算过程，而符号 表示Khatri-Rao积运算符。

使用式(16)和式(17)分别表示雷达系统的发射

和接收方向矢量

ATMRC =[aTMRC (θ1, r1) , ···,

aTMRC (θP , rP )] ∈ CM×P (16)

Br = [b (θ1) , b (θ2) , ···, b (θP )] ∈ CN×P (17)

相应的旋转不变矩阵为

Φr =diag
(
ej2π

dR
λ0

sinθ1 , ···, ej2π
dR
λ0

sinθP

)
=diag

(
ejφr(θ1), ···, ejφr(θP )

)
(18)

aTMRC(θp, rp) b(θp)假设 和 在L快拍数据中保持

不变，则式(13)可以修改为

Y = US +N (19)

S = [s(1), s(2), ···, s(L)] ∈ CP×L

N ∈ CNM×L

符号 表示源矩

阵，符号 表示噪声矩阵。将相应的协

方差矩阵分解为

Ry = E
[
Y Y H] = EsDsE

H
s +EnDnE

H
n (20)
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Ds P

(λ1, λ2, ···, λP ) Es

Dn NM − P

(λP+1, λP+2, ···, λP+NM )

EN

其中，符号 代表对角矩阵，并且它由 个更大的

特征值 生成；符号 代表与较大特征

值有关的信号子空间；符号 代表由 剩

余的较小特征值 组成的对

角矩阵。另外，该符号 表示噪声子空间，并且

与信号子空间正交。

P × P

T

一定存在一个满足以下关系的 非奇异矩

阵

Es = UT (21)

N − 1 N−1
Φr

U Es

U Es NM −M U1

E1 U Es NM −M

U2 E2

ESPRIT算法的前提是满足旋转不变性，因此

接收阵列被划分为两个子阵列，如图1所示。前

个阵元构成子阵1，后 个阵元构成子阵

2。从前面的推导中，看出 是相应的旋转矩阵。

与式(21)相对应的 和 也可分为两个矩阵。将矩

阵 和 的前 行，分别形成矩阵 和

。相应地，将 和 的后 行组成矩阵

和 ，然后可以得到表达式

U2 = U1Φr (22)

结合式(21)和式(22)，可以获得

E2 = E1Ψr (23)

Ψr = E1
+E2 (24)

Ψr = T−1ΦrT

Ψr Φr T−1 Ψr

其中的符号 代表旋转矩阵。对角化矩

阵 的特征值构成矩阵 ， 是矩阵 的特征向

量矩阵。

θp P

首先，应用式(25)估计目标角度，其中符号

表示对应第 个目标的波达方向(Direction Of

Arrival, DOA)。

wp =
R−1b (θp)

bH (θp)Rb (θp)
(25)

θp

µTMRC(θp, rp)

µTMRC(rp)

在估计出目标的角度值 后，用它代替发射-

接收方向矢量 中的角度变量，形成新

的转向矢量 。可得

U ′ = [uTMRC (r1) , ···,uTMRC (rp)] ∈ CNM×P (26)

相应的旋转不变矩阵表示为

Φ′
t = diag

(
ej4π∆fTMRC

1 r1/c, ···, ej4π∆fTMRC
M rp/c

)
(27)

U ′ E′
s

与前面的角度估计过程类似，距离相关的转向

矩阵 和重构的信号子空间 具有关系

E′
s = U ′T ′ (28)

U U ′与式(21)中的矩阵 不同，矩阵 中的角度变

量是已知的。

U ′ (NM −M) (NM −M)

U ′
1 U ′

2 U ′
1 U ′

2

E′
1 E′

2

拆分矩阵 的前 行和后

行，分别形成矩阵 和 。矩阵 和 分别对

应信号子空间 和 ，和式(22)一样，得到关系

U ′
2 = U ′

1Φ
′
t (29)

相应的旋转矩阵可以写为

Φ′
t = (E′

1)
+
E′

2 (30)

Ψ ′
t ∈ CP×P

r

然后，通过对矩阵 的分解来估计

目标的距离 。

因此，基于TMRC-FDA-MIMO的距离-角估

计算法步骤如表1所示。

 
表 1  距离-角度联合估计算法步骤

步骤1
U

U1 U2

将接收信号矩阵 分为两个子阵，

和 两个子阵；

步骤2
Ψr

∧
θp�p ∈ {1, 2, · · · , P} P

根据公式(25)的旋转矩阵 估计目标角度

，其中 代表目标数量；

步骤3 p wp根据式(25)计算第 个目标的权重矢量 ；

步骤4

Ψ ′
t

∧
rp(

∧
rp,

∧
θp

)根据式(30)的矩阵 估计出目标的距离值 ，

然后就可以获得目标距离、角度坐标 ；

步骤5 重复步骤3和步骤4来估计其他目标的参数。

  
3.2  算法复杂度分析

应用传统多信号分类(MUltiple SIgnal Classi-
fication, MUSIC)算法在TMRC-FDA-MIMO雷达

进行二维目标参数估计时计算量偏大。以下是对所

提出算法复杂性的分析：

O(LM2N2)

(1) 计算接收信号的协方差矩阵所需的复杂度

为 ；

O(M3N3)

(2) 角度协方差矩阵特征值分解的计算复杂度

为 ；

Ψr

O(3(N − 1)MP 2 + P 3)

(3 )  通过式 (25)获得矩阵 所需计算量为

；

Ψr O(P 3)(4) 计算协方差矩阵 所需复杂度为 ；

wp_MVDR O(PN3)(5) 计算权重向量 复杂性为 ；

O(PMNL)(6) 空间滤波的计算复杂度为 ；

O(PM2L)(7) 滤波信号协方差矩阵复杂度 ；

O(PM3)

(8) 距离协方差矩阵特征值分解的计算复杂度

为 ；

Ψ ′
t

O(3(M − 1)NK)

(9) 通过式(32)获得矩阵 所需的计算量为

；

nr nθ

O(LM2N2 +M3N3 + P (M3 +N3) + 2P 3 + PMNL+

PM2L+3(N − 1)MP 2 + 3(M − 1)NP

注意，在距离和角度维度上搜索目标相对应的

网格数分别为 和 。因此，该算法的总计算量为

。

O(M2N2L+M3N3 + nrnθM
2N2)

nθ nr

在相同的阵列结构下，传统MUSIC算法的计

算复杂度为 。当

为达到高测量精度时，传统MUSIC算法就需要较

小的搜索步骤，因此变量 和 数值就会大一些。
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通过比较这两个表达式，很容易发现所提出算法的

计算复杂度要小得多。 

4    数值分析

f0 = 15 GHz M = 50

N = 10 dT=dR=

d=c/4f0 (rz0, θ
z
0) = (5 km,

−40°)

在以下实验中，将雷达发射中心频率设置为

,发射阵列单元数量为 ，接收阵

列单元数量为 ，且阵元间距为

，目标实际位置在中心点

附近。 

4.1  TMRC-FDA-MIMO波束成形和雷达目标定位

(−35◦, 4.9 km)

(−45◦, 5.1 km)

设定两个目标分别在位置 ,

处。首先，由NAPSO算法在目标点

处形成的距离波束响应和角度波束响应分别如

图2(a)和图2(b)所示。由于两个目标具有不同的范

围和角度，因此在相应的维度上分别产生了两个对

应的峰值。然后，采用两步估计算法来解决目标的

距离和角度匹配问题。也是就说，首先估算目标的

角度，然后在下一步中将其与距离进行匹配。

(20◦, 4.9 km) (20◦, 5.1 km)

本文中在TMRC-FDA-MIMO雷达上增加了应

用MUSIC算法实现目标角度和距离估计的仿真。

同时为满足有效性对比，设定相同雷达参数。为检

验所提TMRC-FDA-MIMO雷达性能，设定目标处于

相同角度、不同距离，即 和 。

图3(a)和图3(b)分别为基于MUSIC算法的TM-

RC-FDA-MIMO雷达的目标距离和角度响应结

果。并对应用MUSIC算法和本文提出的算法所需

时间进行了仿真。仿真结果表明，MUSIC算法的

运行时间为70.411873 s，而所提算法的运行时间为

2.356412 s，这与理论分析的结果相一致。不难看

出，在相同的定位精度情况下，本文提出的算法优

于MUSIC算法。 

4.2  性能分析 

4.2.1  CRLB性能

SNR

图4(a)和图4(b)分别为3种雷达系统(TMRC-

FDA-MIMO, IFI-FDA-MIMO和LIFO-FDA-

MIMO)下相应的角度和距离的CRLB。为保证结

果有效性，设定3种雷达参数相同。在 值从

–20～20 dB变化时，从图4(a)可以看出，LIFO-

FDA-MIMO和TMRC-FDA-MIMO雷达角度

CRLB的值近似相等，均低于IFI-FDA-MIMO，在

SNR等于–20 dB时，产生最大差值0.10907，从

图4(b)可以看出，TMRC-FDA-MIMO雷达体制距

离CRLB远低于IFI-FDA-MIMO和LIFO-FDA-

MIMO这两种，且在相同SNR下，LIFO-FDA-

MIMO更高一些。所以在相同SNR下，TMRC-

FDA-MIMO的CRLB优于其他两种体制雷达。 

 

 
图 2 基于TMRC-FDA的波形响应

 

 
图 3 基于MUSIC算法的两个近距离同角度目标的响应
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4.2.2  均方根误差(RMSE)的性能分析

r = 5 km θ= −40◦

图5(a)和图5(b)分别为基于TMRC-FDA-
MIMO体制下应用MUSIC算法和应用所提算法角

度和距离的RMSE曲线，并与IFI-FDA-MIMO和

LIFO-FDA-MIMO进行了对比。同时，为便于分

析，分别在图中画出了TMRC-FDA-MIMO在角度

和距离下的CRLB曲线。角度和距离的RMSE值是

在设定目标 和 下求得的。从图中

可以容易看出基于所提算法的TMRC-FDA-
MIMO雷达在角度和距离估计下的RMSE均最低。

综合分析，在几种体制雷达下，应用所提算法在

TMRC-FDA-MIMO雷达下获得的角度和距离估计

性能最好。 

5    结论

FDA-MIMO雷达在距离和角度的联合估计中

具有潜在的应用前景，但由于其发射波束图的时变

性和周期性，导致发射能量发散和不受控，制约着

其应用。本文基于TMRC-FDA-MIMO雷达系统，

应用改进ESPRIT算法，实现了波束图的聚焦性，

完成了目标距离-角度联合估计。通过角度和距离

估计的CRLB和RMSE，与目前存在的两种雷达

(LIFO-FDA-MIMO、IFI-FDA-MIMO)进行了性

能对比，验证了所提TMRC-FDA-MIMO雷达的优

越性。并与应用在TMRC-FDA-MIMO雷达的MU-
SIC算法的复杂性和性能进行了对比，结果证明了

所提ESPRIT算法的优越性。
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