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摘   要：由于在网格失配情况下依然具备良好的估计性能，无网格DOA估计算法近年来受到了广泛的关注与研

究，其中又以基于原子范数最小化(ANM)的DOA估计算法最具代表性。随着可分离ANM(DANM)算法的提出，

为ANM理论在2维DOA估计领域中的应用提供了可能。不过传统的DANM算法以及其后续的一系列改进算法都

只适用于均匀矩形阵列(URA)或稀疏矩形阵列(SRA)，无法适用于具有任意几何结构的平面阵列。针对上述问

题，该文提出一种适用于任意几何结构平面阵列的无网格DOA估计算法，即B-DANM算法。该算法利用一类贝

塞尔函数对实际平面天线阵列接收信号的协方差数据进行展开，从而获得适用于任意几何结构平面阵列的

DANM算法框架，然后再通过求解半定规划问题、Toeplitz矩阵的Vandermonde分解以及估计参数配对、角度变

换等过程来得到最终的DOA估计结果。仿真实验验证了，在任意几何结构平面阵列的测向系统中，B-DANM算

法相比于传统的2维DOA估计算法在精度、分辨力等方面的优势。

关键词：无网格DOA估计算法；原子范数最小化；半定规划；一类贝塞尔函数

中图分类号：TN957.51 文献标识码：A 文章编号：1009-5896(2022)03-1052-07

DOI: 10.11999/JEIT210038

Gridless DOA Estimation Algorithm for Planar Arrays
with Arbitrary Geometry

CHEN Tao①      SHI Lin①      HUANG Guigen②      WANG Xilin①

①(College of Information and Communication Engineering,

Harbin Engineering University, Harbin 150001, China)
②(Nanjing Research Institute of Electronics Technology, Nanjing 210000, China)

Abstract: Due to the good estimation performance in the case of off-grid, the gridless DOA estimation

algorithms attract extensive attentions and researches in recent years, among which the most representative is

the one based on Atomic Norm Minimization (ANM). With the development of Decoupled ANM (DANM)

algorithm, the application of ANM to the field of two-dimensional DOA estimation is possible. However, the

traditional DANM algorithm and its subsequent improved algorithms are only suitable for Uniform Rectangular

Array (URA) or Sparse Rectangular Array (SRA), and is not suitable for planar arrays with arbitrary

geometry. In order to solve the above problem, a gridless DOA estimation algorithm, B-DANM algorithm, is

proposed for planar arrays with arbitrary geometry. B-DANM algorithm exploits the first Bessel function to

expand the covariance data of the received signal of the actual planar antenna array, so as to obtain the

DANM algorithm framework suitable for planar arrays with arbitrary geometry, and then the final DOA

estimation result is obtained by solving the Semi-Definite Program (SDP) problem, Vandermonde

decomposition of Toeplitz matrix, pairing of estimation parameters and angle transformation. The simulation

results show that the B-DANM algorithm has the advantages of accuracy and resolution compared with the

traditional two-dimensional DOA estimation algorithm in the direction finding system of planar arrays with

arbitrary geometry.
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1    引言

ℓ1

作为阵列信号处理中的一个重要分支，波达方

向(Direction Of Arrival, DOA)估计广泛应用在雷

达以及通信领域中[1,2]。传统的基于信号子空间的

DOA估计算法[3,4]对于信噪比与快拍数的鲁棒性较

差，同时无法直接处理强相关的入射信源。而随着

稀疏信号重构与压缩感知理论的提出与完善 [5–8]，

以 -svd算法[9]为代表的基于压缩感知的DOA估计

算法逐渐受到了国内外众多学者的关注与研究。与

基于信号子空间的DOA估计算法相比，在低信噪

比、少快拍以及入射信源相关等条件下，基于稀疏

重构与压缩感知理论的DOA估计算法能够表现出

更加优越的估计性能。

然而，网格失配问题[10]，即真实入射信源方向

与预先设置好的空间离散网格之间存在偏差，将会

给传统的稀疏信号重构框架带来无法忽视的估计模

型误差，严重影响了基于压缩感知的DOA估计算

法的估计性能，成为制约着该类算法在实际应用中

进一步推广的主要因素之一。网格细化技术[9]，以

及利用相邻网格之间线性插值或网格点处泰勒级数

展开的网格失配模型[11]都是常见的处理网格失配问

题的技术手段。然而，网格细化技术所带来的额外

计算代价以及相邻原子之间相关性的提高，都会严

重影响算法的估计性能。以OGSBL算法[12]为代表

的基于网格失配模型的Off-grid类算法，在一定程

度上改善了由网格失配问题所带来的模型误差，同

时计算负担也是可以承受的，但也并没有从根本上

解决网格失配的问题。

直到原子范数[13]的概念被提出之后，随着基于

无限维过完备字典的压缩感知理论的提出，以及其

在DOA估计领域中的成功应用[14–16]，网格失配问

题才得到更好的解决办法。基于原子范数最小化

(Atomic Norm Minimization, ANM)的无网格

DOA估计算法并不依赖空间离散网格，而是直接

在连续的角度空间内完成对入射信号DOA参数的

估计，从根本上避免了网格失配问题的出现。

由于能获得更为全面的信号方向信息，2维DOA
估计问题一直是DOA估计领域的一个重要研究方

向。直接将ANM理论应用于，2维DOA估计问题

中 [17–19]，将会不可避免地增加待估计参数的维度，

使得后续的半定规划过程以及广义特征值分解过程

的计算量严重增加。更重要的是，这一类算法仅适

用于均匀矩形阵列。

为了降低运算复杂度，一种可分离的ANM
(Decoupled ANM, DANM)算法 [ 2 0 ]被提出。

DANM算法将2维DOA估计问题转化为两个独立的

1维DOA估计问题，再通过参数配对过程完成2维
DOA估计，从而在不改变半定矩阵维度的前提下

保证了算法的有效性。另外，后续对于DANM算

法的一些改进算法[21,22]，利用矩阵完备、阵列线性

插值等技术，使得该类算法同样适用于稀疏矩形阵

列，例如互质平面阵列(Co-Prime Plane Array,
CPPA)。然而，目前仍然没有一种2维的无网格

DOA估计算法，能够适用于具有任意几何结构的

平面天线阵列。

为了解决上述问题，本文提出了一种能够适用

于具有任意几何结构的平面天线阵列的2维无网格

DOA估计算法。由于该算法的主要创新之处在于

利用一类Bessel函数对天线阵列接收多快拍信号的

协方差矩阵进行展开。从而能够得到满足DANM
算法框架的数学模型，然后通过求解半定规划问

题、Toeplitz矩阵的Vandermonde分解、估计参数

配对以及角度变换等过程，完成对入射信源2维DOA
参数的估计。因此本文将该算法命名为B-DANM
算法。其中，“B-”具体便是指一类Bessel函数。 

2    信号模型

M ∈ Z+考虑一个阵元数为 的平面阵列，将各

个阵元的位置坐标集合记为

D = {(x1, y1) , (x2, y2) , ..., (xM , yM )} (1)

xm ∈ R ym ∈ R m X

Y K ∈ Z+

k sk

φk ∈ [0◦, 90◦]

X θk ∈ [0◦, 360◦]

其中， 与 分别表示第 个阵元在 轴

方向 轴方向的位置坐标。若空间中有

个独立的远场窄带入射信号，定义第 个信源 的

入射方向与天线阵列所在平面之间的夹角为俯仰

角，记为 入射信源在该平面内的投影

与 轴正方向的夹角为方位角，记为 。

入射信源的2维DOA信息与平面阵列之间的关系如

图1所示。

t z(t) ∈ CM

若以天线阵列所在平面的原点为参考点，则天

线阵列在 时刻所接收的数据 为

z(t) = As(t) + n(t) (2)

s(t) = [|s1(t)|, |s2(t)|, ..., |sK(t)|]T ∈ RK
+

|sk(t)| k t

其中， 表示

信号向量， 表示第 个信源在 时刻的振幅。

 

 
图 1 2维DOA信息与平面阵列之间的关系
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n(t) = [n1(t), n2(t), ..., nM (t)]T ∈ CM

nm(t) m t

A = [a (θ1, φ1) ,

a (θ2, φ2) , ...,a (θK , φK)] ∈ CM×K

a (θk, φk) ∈ CM

另外， 为噪声

向量，其中 为第 个天线在 时刻接收数据

中的零均值加性高斯白噪声。

是阵列流型矩阵，

其中导向矢量 为

a (θk, φk) =
[
e−j 2πλ τ1(θk,φk), e−j 2πλ τ2(θk,φk), ...,

e−j 2πλ τM (θk,φk)
]T

(3)

j λ

τm(θk, φk)

其中， 表示虚数单位， 为入射信源的波长，而

的具体形式为

τm (θk, φk) =xm cos(θk) cos(φk)

+ ym sin(θk) cos(φk) (4)

将式(2)改写成多快拍的形式，则有

Z = AS +N (5)

Z = [z(1), z(2), ..., z(T )] ∈ CM×T

S=[s(1), s(2), ..., s(T )]∈RK×T
+

N=[n(1),n(2), ...,n(T )]∈CM×T T ∈Z+

其中， 表示天线阵列

的多快拍接收数据。 ,

。 为快拍数。

R ∈ CM×M

根据以上分析可以得到，天线阵列接收数据的

协方差矩阵 为

R =E
{
ZZH} = Adiag {p}AH + σ2I

M

=R̃+ σ2IM (6)

E diag {p} p

p = [σ2
1 , σ

2
2 , ..., σ

2
K ]T ∈ RK

+ σ2
k = E{|sk(t)|2} k

σ2 ∈ R+ IM M

其中， 表示求期望运算， 表示由向量 中

的元素为对角线元素，其余元素为零的对角阵。

， 为第 个

信号的功率。 为噪声功率。 表示 维单

位矩阵。

值得说明的是，只有在入射信源均独立的情况

下，天线阵列接收多快拍信号的协方差矩阵才满足

式(6)的数学模型。所以，本文所提出的B-DANM
算法并不适用于存在相干入射信源的情况。

R̂ = ZZH/T R R̃

另外，在实际应用中，由于快拍数有限，所以

形如式(6)所示的协方差矩阵是无法得到的，通常

情况下，利用 来代替 。 则用来表

示无噪声、快拍数趋于无穷时的理想协方差矩阵。

所以，对于具有任意几何结构的平面天线阵列，

其理想的接收信号协方差数据可以具体表示为

R̃ij =

K∑
k=1

σ2
ke

−j 2πλ [∆xij sin(αk)+∆yij sin(βk)] (7)

R̃ij R̃ i j

1 ≤ i, j ≤ M ∆xij = xi − xj ∆yij = yi − yj

αk βk

其 中 ， 表 示 矩 阵 中 第 行 列 的 数 据 ，

。 , 。同时，

与 为过渡角度参数，满足参数变换关系

sin(αk) = cos(θk) cos(φk)

sin(βk) = sin(θk) cos(φk)

}
(8)

 

3    B-DANM算法

根据Jacobi–Anger展开公式

ejz sin(θ) =

∞∑
q=−∞

Jq(z)ejqθ (9)

Jq(z) z q其中， 是以 为自变量的 阶一类贝塞尔函数，

则可以将式(7)中的协方差数据进行展开

R̃ij =

K∑
k=1

σ2
ke

−j 2πλ ∆xij sin(αk)e−j 2πλ ∆yij sin(βk)

=

K∑
k=1

σ2
k

∞∑
q1=−∞

Jq1

(
−2π

λ
∆xij

)
ejq1αk

∞∑
q2=−∞

Jq2

(
−2π

λ
∆yij

)
ejq2βk (10)

Q ∈ R+ q1, q2 = −Q,

−Q+ 1, ..., Q

值得注意的是，一类贝塞尔函数随其阶数的变

化可以被近似地看作一个零均值的高斯分布。所

以，当一类贝塞尔函数阶数的取值超出某个关于原

点对称的区间时，其函数值可以近似为零。基于上

述观点，在实际的计算过程中，可以将一类贝塞尔

函数的最大阶数设置为 ，即

，而由于最大阶数的引入所带来的模

型误差可以忽略不计。这样，可以将式(10)写成矩

阵的形式，则有式(11)成立

vec(R̃) = diag
{
GxBGT

y

}
(11)

vec(R̃) R̃

diag{GxBGT
y} GxBGT

y

Gx,Gy ∈ RM2×(2Q+1)

B ∈ C(2Q+1)×(2Q+1)

其中， 表示对矩阵 进行按行向量化操作。

为矩阵 的对角线元素所组成

的列向量。而矩阵 与矩阵

的具体形式为

Gx =


J−Q

(
−2π

λ
∆x11

)
... JQ

(
−2π

λ
∆x11

)
...

. . .
...

J−Q

(
−2π

λ
∆xMM

)
... JQ

(
−2π

λ
∆xMM

)


Gy =


J−Q

(
−2π

λ
∆y11

)
... JQ

(
−2π

λ
∆y11

)
...

. . .
...

J−Q

(
−2π

λ
∆yMM

)
... JQ

(
−2π

λ
∆yMM

)


Bij =

K∑
k=1

σ2
ke

j[(i−Q−1)αk+(j−Q−1)βk] (12)

Bij B i j

1 ≤ i, j ≤ 2Q+ 1

其 中 ， 表 示 矩 阵 中 第 行 列 的 元 素 ，

。

接下来，定义矩阵形式的原子集合为

A =
{
b(α)bT(β), α, β ∈ [−π,π]

}
(13)
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b(α) = [ej(−Q)α, ej(−Q+1)α, ..., ejQα]T ∈ C2Q+1

b(β) b(α)

B

其中， ,

的形式与 一致。这样，形如式(12)所示的

矩阵 可以表示为

B =

K∑
k=1

σ2
kAk (14)

Ak A
B A

其中， 代表集合 中的一个原子。因此，可以定

义一个矩阵 在集合 上的原子范数为

∥B∥A = inf

{
K∑

k=1

σ2
k

∣∣∣∣∣B =

K∑
k=1

σ2
kAk

}
(15)

inf{·} ·其中， 表示集合“”的下确界。

所以，可以将任意几何结构平面天线阵列的

DOA估计问题表示为如下的原子范数最小化问题：

min
B

∥∥∥vec(R̂)− diag
{
GxBGT

y

}∥∥∥2
2
+ ε∥B∥A (16)

ε ∈ R+其中， 为正则化参数。

B A根据文献[20]中的定理4.2，矩阵 在集合 上

的原子范数可以由如下的半定规划过程计算得出

∥B∥A= min
ux,uy

1

η
{tr [T (ux)] + tr [T (uy)]}

s.t.
[

T (uy) BH

B T (ux)

]
≥ 0 (17)

T (ux) T (uy) ux uy

η = 4Q+ 2

其中， 与 表示以向量 与 为第1行的

共轭对称的Toeplitz矩阵。 。

将式(17)代入式(16)中，可以得到

min
B,ux,uy

∥∥∥vec(R̂)− diag
{
GxBGT

y

}∥∥∥2
2

+
ε

η
{tr[T (ux)] + tr[T (uy)]} ,

s.t.
[

T (uy) BH

B T (ux)

]
≥ 0 (18)

ux uy

T (ux) T (uy)

αk βk

形如式(18)所示的半定规划问题，可以由CVX
工具箱进行求解，从而得到最优解 与 。再对

Toeplitz矩阵 与 进行Vandermonde分

解，即可以得到参数 与 的估计结果。最后，根

据文献[20]中5.3节的配对算法与式(8)所示的参数关

系，计算信源DOA的估计结果。

B A ∥B∥A
另外，值得说明的是，通过文献[20]中的定理

4.2，不仅可以得到矩阵 在集合 上原子范数

的计算方法，同时也可以得到此时DOA估计算法

的角度分辨力，具体为

min |sin (αi)− sin (αj)| ≥
1

⌊(Q/2)⌋

min |sin (βi)− sin (βj)| ≥
1

⌊(Q/2)⌋

 (19)

1 ≤ i, j ≤ K ⌊·⌋其中， , 表示向下取值运算。

1/ ⌊(Mx − 1) /4⌋ 1/ ⌊(My − 1) /4⌋ Mx

My X Y

Q > Mx Q > My

显然，均匀矩形阵列的角度分辨力应变为

以及 ，其中 与

表示均匀矩形阵列在 轴与 轴上的阵元数目。

通常情况下，有不等式关系 以及

成立，因此本文所提出B-DANM算法的角度分辨

力要大于仅适用于均匀矩形阵列的DANM算法。

综上所述，表1给出了B-DANM算法的整体

流程。
 

表 1  B-DANM算法

Z D
Q ε

　输入：阵列接收数据 ，阵元位置坐标集合 ，贝塞尔函数最大

　　　　阶数 ，正则化参数 ；

R̂ = ZZH/T　步骤1　计算协方差矩阵 ；

Gx Gy　步骤2　根据式(12)构造矩阵 与 ；

　步骤3　求解式(18)所示的半定规划问题；

T (ux) T (uy)

αk βk

　步骤4　对 与 做Vandermonde分解，得到参数

　　　　 与 的估计结果；

αk βk　步骤5　对参数 与 的估计结果进行配对；

θ̂k φ̂k

　步骤6　根据式(8)所示的参数关系，得到最终的DOA估计结

　　　　 果 与 ；

  

4    算法仿真实验

本节利用7阵元的非均匀圆阵，分辨空间中3个
独立的入射信源。阵列具体形式如图2所示，天线

位置坐标分别为(155.9, –36), (113.1, 113.1), (–36,
155.9), (–135.7, 84.8), (–155.9, –36), (–36, –155.9),
(84.8, –135.7)，单位mm。

另外，本论文采用均方根误差(Root Mean
Square Error, RMSE)参数来衡量算法的估计精

度，其定义为

RMSE =

√√√√ 1

KN

K∑
k=1

N∑
n=1

(
θ̂k,n − θk

)2

(20)

 

 
图 2 7阵元的非均匀圆阵
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N ∈ R+ θ̂k,n

n k

其中， 为Monte-Carlo实验的总次数，

为第 次实验中第 个信源方位角的估计结果。俯

仰角的RMSE定义与方位角的相一致。

传统的基于压缩感知的DOA估计算法并不能

够解决2维DOA估计问题，而无网格2维DOA估计

算法又只适用于平面矩形阵列的测向系统。所以，

为了研究适用于具有任意几何结构的平面天线阵列

的DOA估计算法的性能，本文将所提出的B-DANM
算法与2D-MUSIC算法[23]进行对比。

[0◦, 60◦] 10◦

[0◦, 360◦)

10◦

1◦

首先，对比两种算法的估计精度。在第1个仿

真实验中，分别利用2D-MUSIC算法与B-DANM算

法分辨空间中的3个独立入射信源。信源俯仰角在

范围内随机选取，最小角度间隔为 。信

源方位角在 范围内随机选取，最小角度间

隔也为 。入射信源频率为6 GHz。2D-MUSIC算

法在两个维度上的搜索精度均为 。B-DANM算法

中一类贝塞尔函数的最大阶数选取为50，正则化参

数选取为0.5。固定快拍数为200，信噪比由0 dB均

匀变化至20 dB，步长为5 dB。在每个信噪比下，

做200次Monte-Carlo实验，统计RMSE，仿真结果

如图3所示。具体地，当SNR=5 dB，快拍数为200
时，200次Monte-Carlo实验的具体结果如图4所示。

然后，保持其他的仿真条件不变，固定信噪比

为20 dB，快拍数分别选取为20, 50, 100, 200以及

500。在每个快拍数下，依然做200次Monte-Carlo
实验，统计RMSE，仿真结果如图5所示。

最后，对比两种算法的角度分辨力。依旧采取

θ̄ φ̄

θ̄ φ̄+∆φ

θ̄ +∆θ φ̄

如图2所示的7阵元非均匀圆阵，分辨空间中两个独

立的入射信源。其中一个入射信源的角度随机选

取，方位角与俯仰角分别记为 与 。在分析算法

俯仰角方向的角度分辨力时，另一个入射信源的方

位角与俯仰角则分别设置为 与 。类似地，

在分析方位角方向的角度分辨力时，另一个入射信

源的方位角与俯仰角则分别设置为 与 。

1◦

2◦ 8◦ 1◦

当估计结果与入射信源的真实入射方向之间的

偏差在 以内时，我们认为此次仿真实验成功。固

定信噪比为20 dB，快拍数为200，角度间隔参数从

均匀变化至 ，步长为 ，每个不同的角度间隔

下做200次Monte-Carlo实验，统计估计成功的概

率，结果如图6所示。

通过上述3个仿真实验的结果不难看出，相比

于2D-MUSIC算法，本文所提出的B-DANM算法在

估计精度以及角度分辨力等方面，具有更加良好的

估计性能。

由于本文的主要创新点在于式(18)中适用于任

意几何结构平面阵列的2维无网格DOA估计算法优

化模型，所以有关B-DANM算法在估计精度方面

的性能理论分析是下一步研究的主要方向。

另外，B-DANM算法在提高DOA估计精度以

及角度分辨力的同时，不可避免地提高了算法的复

杂度。在阵元数目相同时，相比于2D-MUSIC算法、

DANM算法[20]以及适用于稀疏平面阵列的DANM
算法[22]，B-DANM算法都具有更高的复杂度。不

同参数下各个算法复杂度的具体表达式如表2所示。

 

 
图 3 不同信噪比下两种算法的估计精度对比

 

 
图 4 SNR=20 dB，快拍数为200时的DOA估计结果

 

 
图 5 不同快拍数下两种算法的估计精度对比

 

 
图 6 不同角度间隔下两种算法的估计成功概率对比
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P1 P2

Mx My

X Y xmax ymax

X Y

ρ

10−7

表2中， 与 分别为2D-MUSIC算法中两个

维度上空间谱峰搜索的维度。 与 表示均匀矩

形阵列在 轴与 轴上的阵元数目。 与 分

别表示互质矩形阵列中位于 轴与 轴上最大阵元

位置相对于入射信源半波长的倍数。参数 表示半

正定规划过程的期望重构精度，即停止迭代判断准

则中的收敛阈值，在本文中选取为 。

Mx +My xmax + ymax

4Q+ 2 X Q > xmax > Mx

Y Q > ymax > My

由此可见，B-DANM算法的复杂度主要由如

式(18)所示的半定规划问题中半正定矩阵的维度所

决定。显然，该维度由DANM算法与CPPA-DANM

算法中的 与 变为B-DANM算法

的 。通常， 轴方向上有 成立。

同样， 轴方向也有 成立。所以，

B-DANM算法的复杂度要高于其他算法。如何降

低B-DANM算法的复杂度是接下来研究的另一个

主要方向。 

5    结束语

现有的无网格类DOA估计算法，无法有效地

适用于任意几何结构平面阵列的测向系统中。本文

针对这一问题，提出了一种适用于任意几何结构平

面阵列的2维无网格DOA估计算法，即B-DANM算

法。该算法利用一类贝塞尔函数将平面阵列接收信

号的协方差数据分别在两个独立的方向上展开，使

其适用于任意几何结构平面阵列。通过仿真实验，

验证了B-DANM算法估计精度与角度分辨力等方

面估计性能的优越性。有关B-DANM算法在估计

精度方面性能的理论分析以及降低B-DANM算法

复杂度的方法还有待进一步的研究。
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