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摘   要：针对基于互质阵列的欠定DOA估计方法在非均匀噪声条件下性能下降的问题，该文提出一种基于协方差

矩阵重构和矩阵填充的鲁棒DOA估计方法。首先，将接收数据协方差矩阵分解，得到包含非均匀噪声项的对角

阵；然后，选取对角线元素中的最小值，替换其余对角线元素，进而得到重构后的数据协方差矩阵；最后，对重

构后的协方差矩阵进行扩展和矩阵填充，结合子空间方法进行DOA估计。理论分析和仿真结果表明，相对于现有

方法，该文方法有效地抑制了非均匀噪声的影响，有更好的DOA估计性能。

关键词：波达方向估计；互质阵列；非均匀噪声

中图分类号：TN911.23 文献标识码：A 文章编号：1009-5896(2021)12-3687-08

DOI: 10.11999/JEIT210027

Underdetermined Direction of Arrival Estimation for Coprime
Array in the Presence of Nonuniform Noise
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Abstract: The underdetermined Direction Of Arrival (DOA) estimation method based on the coprime array will

degrade in the presence of nonuniform noise. To address this problem, a robust DOA estimation method based

on covariance matrix reconstruction and matrix completion is proposed in this paper. Firstly, the covariance

matrix of the received data is decomposed to obtain a diagonal matrix containing non-uniform noise terms.

Then, the minimum value of the diagonal matrix elements is selected to replace the remaining diagonal matrix

elements to obtain the reconstructed data covariance matrix. Finally, based on the matrix completion theory,

the reconstructed covariance matrix is extended and filled, and the subspace method is used for DOA

estimation. Theoretical analysis and simulation results show that, compared with the existing methods, the

proposed method suppresses effectively the influence of nonuniform noise and has better DOA estimation

performance.
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1    引言

N

波达方向(Direction Of Arrival, DOA)估计广

泛应用于雷达信号处理、目标检测、导航等诸多领

域，是阵列信号处理领域的核心研究内容之一。现

代电磁环境信源密集且复杂多变，往往需要利用有

限的阵元实现多信源测向。经典的超分辨算法多是

针对均匀线性阵列设计，自由度受阵元个数限制，

由 个阵元组成的均匀阵列的可达到的自由度限制

N − 1

N

O(N2)

O(N2)

为 ，难以实现欠定条件下的DOA估计。为解

决这一问题，文献[1]提出互质阵列结构模型，相较

于传统均匀阵列， 阵元的互质阵列，其自由度可

以达到 。互质阵列之所以具有这一优势是因

为其差联合阵中拥有大小为 的虚拟均匀线阵

部分。故该理论框架一经提出便受到了广泛的关

注[2–5]。目前，基于互质阵列的欠定DOA估计经典

算法主要包括空间平滑算法[6]、稀疏算法[7]和数组

插值算法[8]。这些算法均假设噪声为高斯白噪声，

当噪声模型不满足高斯白噪声时，基于互质阵列的

DOA估计算法性能会严重下降。在实际应用中，

由于阵元间相互耦合、非理想的接收通道以及阵列

未校准等因素，相关色噪声常常出现，一般情况

下，相关色噪声结构未知，但某些情况下，如阵元

稀疏布置，色噪声可以进一步简化为非均匀噪

声[9–11]。
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对于非均匀噪声条件下的DOA估计问题，文

献[12]对非均匀噪声进行预白化，进而实现鲁棒的

DOA估计，但该方法要求阵元数量至少是信源数

量的3倍。文献[13]推导了基于最大似然的DOA估

计方法，使用迭代方式估计非均匀噪声参数，具有

很高的计算复杂度。文献[14]提出了基于子空间的

DOA估计方法，但同样需要迭代过程。文献[15]

提出了一种非迭代方法，从而降低了计算复杂度并

避免了收敛问题。但是，文献[13–15]提出的方法均

要求阵元数大于信源数，无法适用于欠定DOA

估计。为此，文献[16]提出一种基于压缩感知的

DOA估计算法，该方法适用于互质阵列，并在文

献[17]进一步扩展到宽带信号，然而，该方法直接

从数据协方差矩阵中删除了对角线元素，导致性能

下降。文献[18]提出了一种非均匀噪声条件下的互

质阵列DOA估计方法，但该方法仅使用差联合阵

中连续的虚拟阵元，舍弃了非连续部分，因此无法

获得最佳性能。文献[19]针对非均匀噪声背景下欠

定DOA估计，提出了基于全变分范数最小化的估

计方法，但该方法同样无法利用非连续虚拟阵元。

文献[20]充分利用了所有虚拟阵元，然而，该方法

为构造无噪声协方差矩阵，直接移除采样协方差矩

阵对角线元素，导致对角线元素中的有用信号成分

也被移除，造成了信息损失。

针对上述问题，为实现互质阵列在非均匀噪

声条件下的鲁棒DOA估计，本文提出一种基于

协方差矩阵重构和矩阵填充的DOA估计方法。

首先将接收数据协方差矩阵分解，得到包含非

均匀噪声项的对角阵。然后选取对角线元素中

的最小值替换其余对角线元素得到重构后的协

方差矩阵，实现了噪声协方差矩阵预白化，并

等效提高了信噪比。最后，为实现欠定DOA估

计，对重构后的协方差矩阵进行扩展和矩阵填

充，结合子空间方法进行DOA估计。相对于现

有方法，该方法充分利用了所有虚拟阵元，有

效抑制非均匀噪声的同时不丢失有用信息，提

高了估计性能。 

2    互质阵列信号模型

N

Md 2M Nd

M N

d=λ/2 λ

P = {nMd, 0 ≤ n ≤ N − 1} ∪ {mNd, 0 ≤
m ≤ 2M − 1}

互质阵列模型如图1所示，该阵列由两个线性

均匀阵列组成，子阵1中包含 个阵元，间距为

。子阵2中包含 个阵元，间距为 ，两个子

阵共用第1个阵元。其中， 与 是两个互质的整

数， ， 为入射信号波长。各阵元位置集合

可 表 示 为

。

L

θ = [θ1, θ2, ..., θL]
假设有 个远场窄带信号分别入射至互质阵

列，到达角为： ，则阵列输出数

据可表示为

X(t) = AS(t) +N(t) (1)

X(t) = [x1(t), x2(t), ..., x2M+N−1(t)]
T

S(t) = [s1(t), s2(t), ..., sL(t)]T L

N(t) = [n1(t), n2(t), ..., n2M+N−1(t)]
T

A=[a(θ1),a(θ2), ...,a(θL)]

a(θl)=[1, e−j 2πd2λ sin θl , ..., e−j
2πd2M+N−1

λ sin θl ]T

di ∈ P, i = 1, 2, ..., 2M +N − 1

d1 = 0

其中， 为阵列的

输出数据， 为 个入射信

号数据矢量，

为噪声矢量， 为流型矩

阵 ， 为

导向矢量， 为互质阵

列各物理阵元位置，第1个阵元位置 。

假设各入射信号之间是相互独立并且不相关

的，可以得到互质阵列接收数据的协方差矩阵

R = E
{
X(t)XH(t)

}
= ARSA

H +Q (2)

E {·} (·)H

RS = E
{
S(t)SH(t)

}
Q = E

{
N(t)NH(t)

}
σ = [σ2

1 ,σ
2
2 ,..., σ

2
2M+N−1]

σ2
1=σ2

2=... = σ2
2M+N−1=σ

Q = σI

其中， 表示期望运算， 表示共轭转置，

和 分别表

示信号协方差矩阵和噪声协方差矩阵。设噪声功率

向量为 ，理想条件下，背

景噪声为均匀白噪声时， ，

此时 ；当背景噪声为非均匀白噪声时，各

噪声功率并不相等，噪声协方差矩阵表示为

Q = diag {σ} = diag
{
σ2
1 ,σ

2
2 ,..., σ

2
2M+N−1

}
(3)

diag {·}其中， 表示对角阵。

K R实际应用中快拍数 有限， 由采样协方差矩

阵进行等效，即

Rest =
1

K

K∑
k=1

X(tk)X
H(tk) (4)

 

3    非均匀噪声条件下的互质阵列DOA估计
方法

 

3.1  差联合阵列的数据预处理

S
为了直观分析互质阵列，给出差联合阵列概

念，定义集合 为

 

 
图 1 互质阵列示意图
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S = {pi − pj}, pi, pj ∈ P (5)

P pi pj

i j S
S S

px Sx px S

其中， 为互质阵列各阵元位置集合， 和 分别

表示第 和第 个阵元位置。 为各阵元位置差构成

的集合， 中存在相同元素值，将 中所有不同元

素值 构成的集合定义为 ， 在 中重复出现的

ω(px) Sx次数定义为 。由互质阵列性质，集合 中各

元素值即差联合阵列的虚拟阵元位置，其中非负元

素数为阵列自由度，直接决定了互质阵列的最大可

估计信号数。

由式(2)可得互质阵列接收数据协方差矩阵

R =



L∑
l=1

s2l

L∑
l=1

s2l e
−jB ...

L∑
l=1

s2l e
−jF

L∑
l=1

s2l e
jG

L∑
l=1

s2l ...
L∑

l=1

s2l e
−jG

...
...

. . .
...

L∑
l=1

s2l e
jP

L∑
l=1

s2l e
jQ ...

L∑
l=1

s2l


+


σ2
1

σ2
2

. . .

σ2
2M+N−1



=


R(0) R(−M) ... R(−(2M − 1)N)

R(M) R(0) ... R(M − (2M − 1)N)

...
...

. . .
...

R((2M − 1)N) R((2M − 1)N −M) ... R(0)

+


σ2
1

σ2
2

. . .

σ2
2M+N−1


(6)

s2l l B=πM sin θl
F=π(2M − 1)N sin θl G=π((2M − 1)N −M) sin θl
{R(px) |px = −(2M − 1)Nd, ..., (2M − 1)Nd}

其中， 表示第 个入射信号功率， ,

,  ,

表示不

同波程差对应的协方差矩阵元素。

由式(5)可得各阵元位置之差

S={±(Mnd−Nmd)},

0 ≤ n ≤ N − 1, 0 ≤ m ≤ 2M − 1 (7)

Sx去除重复位置差得到集合

Sx= {− (2M − 1)Nd,−2MNd, ..., (2M − 1)Nd} (8)

R

由式(6)和式(8)可知，差联合阵虚拟阵元位置

与接收数据协方差矩阵 中各元素存在对应关系。

由于背景噪声的影响，同一虚拟阵元对应的多个协

方差矩阵元素并不相等，因此进行平均运算

R(px) =
1

ω(px)

ω(px)∑
i=1

Ri(px) (9)

Ri(px) R i其中， 表示同一波程差对应的 中第 个协方

差矩阵元素。 

3.2  基于协方差矩阵重构和矩阵填充的DOA估计

方法

R

为了减少非均匀噪声影响，先对数据协方差矩

阵进行重构，将 分解为如下两个矩阵之和

R = R1 +R2 (10)

R1 R2其中， 和 具体表示为

[R1]i,j =

{
[R]i,j , i ̸= j

0, i = j
(11)

R2 =diag
{
[R]1,1, [R]2,2, ..., [R]2M+N−1,2M+N−1

}
=diag

{
L∑

l=1

s2l + σ2
1 ,

L∑
l=1

s2l + σ2
2 , ...,

L∑
l=1

s2l + σ2
2M+N−1

}
(12)

R2

[R2]min [R2]min∑L

l=1
s2l σ2

min [R2]min

R2

由式(12)可以看出，非均匀噪声主要影响协方

差矩阵对角线元素，并且对角线元素均为实数，为

了减少非均匀噪声影响，选取 中最小对角线元

素记为 ，显然 是各信号噪声功率之和

与最小噪声功率 的叠加。用 替

换 所有对角线元素可得

R̂2 =diag {[R2]min, [R2]min,
..., [R2]min}

=diag

{
L∑

l=1

s2l + σ2
min,

L∑
l=1

s2l + σ2
min, ...,

L∑
l=1

s2l + σ2
min

}
(13)

R2

[R2]min

σ2
min

由式(12)和式(13)可以看出，重构 本质上是

对协方差矩阵进行白化处理，可以有效抑制非均匀

噪声的影响。同时，用最小对角线元素 替换

其余对角线元素，即用最小噪声功率 替换其他

较大噪声功率，等效提高了信噪比。
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R̂2 R̂得到 后，进一步得到重构后的协方差矩阵

R̂ = R1 + R̂2 (14)

R̂得到重构矩阵 后，式(9)进一步变换为

R(px) =
1

ω(px)

ω(px)∑
i=1

R̂i(px) (15)

R̂ (2M+N − 1)× (2M+N − 1)

R̂ R̂

(2MN −N + 1)× (2MN −N + 1)

RE

协方差矩阵 是 的

矩阵。式(8)得到的差联合阵中存在空洞[21]，传统

方法仅利用连续虚拟阵元构成的均匀阵列，舍弃非

均匀部分，为了提高虚拟阵元利用率，对重构后的

协方差矩阵 进行扩展和填充，将 扩展为

的Toeplitz矩阵

，其元素为

RE(i, j) =

{
R ((i− j)d) , (i− j)d ∈ Sx
0, (i− j)d /∈ Sx

(16)

RE

RE

RE

式 (14 )扩展得到的 某些位置元素为零。

中的零元素与差联合阵的空洞是一一对应的关

系。对 中的零元素进行矩阵填充，即实现了对

差联合阵空洞的填充。在一定约束条件下，由文

献[22]，矩阵填充问题可以用如下秩函数最小化模

型来描述

min rank(RV)

s.t. P ·RV = P ·RE

}
(17)

RV rank(RV)

RV P

其中， 表示待填充的目标矩阵， 表示

的秩。 是投影映射矩阵，一旦差联合阵确

定，则投影映射矩阵随之确定。具体表示为

P (i, j)=

{
1, (i− j)d ∈ Sx
0, (i− j)d /∈ Sx

(18)

然而矩阵秩函数是一个非凸函数，所以该问题

是一个NP-hard问题，而矩阵核范数是秩函数的近

似，可以对模型式(17)进行适当的凸松弛

min ∥RV∥∗
s.t. P ·RV=P ·RE

}
(19)

∥RV∥∗ RV其中， 表示 的核范数，核范数最小化可以

理解为严格意义上的矩阵填充问题，直接求解效率

不高，文献[23]提出的奇异值阈值算法(Singular
Value Thresholding algorithm, SVT)可以有效求

解核范数凸优化问题，基于SVT算法，将式(19)转
化为一个近似问题

min µ∥RV∥∗ +
1

2
∥RV∥2F

s.t. P ·RV=P ·RE

}
(20)

µ → ∞
µ

当 时，式(20)的最优解逼近式(19)的
解。因而通过选取一个较大的 值，便可以实现凸

松弛。对于式(20)所示的优化问题，SVT算法的求

解如下

Rk
V = Dµ(Y

k−1),

Y k = Y k−1 + δkP · (RE −Rk
V)

}
(21)

Y δk 0 <

δk < 2

δ = 1.2
n2

L
n RV L Dµ

其中， 是过渡矩阵。 为迭代步长，如果

，则可以保证式(21)的矩阵填充问题收敛。

但这一选择过于保守，收敛速度很慢，为简单起

见，选择一个与迭代次数无关的参数 ，其

中 为方阵 的维数， 为采样数。 为奇异值收

缩算子。其定义为

Dµ(Y ) ≜ UDµ(Σ)V ∗, Dµ(Σ) = diag
({

(σi − µ)+
})
(22)

(σi − µ)+ = max(0, σi − µ) σi Y其中， ， 表示 的奇

异值。

k Y k−1 zk式(21)第 次迭代中， 的奇异值数目 计

算过程为

rk = rank(Y k−1), zk = rk−1 + 1 (23)

µ zk

h zk

µ

如果计算的奇异值已经小于 ，则说明 选择

正确。否则，需要重新定义一个增量 ，增加 直

到奇异值低于 。

在循环迭代时，如果满足如下条件，则迭代停

止，输出迭代结果。∥∥P · (Rk
V −RE)

∥∥
F

∥P · (RE)∥F
≤ ε (24)

ε 10−4其中， 是停止迭代阈值，例如 。

K R

R RV

RV K RV

次快拍接收数据通过式(4)运算等效得到 ，

通过重构、扩展和填充后得到目标矩阵 ，

包含了 次快拍的数据信息，直接对 进行特

征分解

RV=USΣSU
H
S +UnΣnU

H
n (25)

US Un其中， 和 其列分别张成信号子空间和噪声子

空间。采用MUSIC算法搜索信号谱峰

P (θl) =
1

aH(θl)UnUH
n a(θl)

(26)

P (θl)根据 中谱峰位置可得波达方向估计值。

综上，非均匀噪声条件下的互质阵列DOA估

计方法步骤如下。

K

X(t) R

步骤  1　利用式(4)，对 快拍的接收数据

进行协方差矩阵运算，得到协方差矩阵 。

R R1 R2

步骤 2　根据式(10)—式(12)，将协方差矩阵

分解为两个协方差矩阵 和 。

R2 [R2]min

[R2]min R2 R̂2

步骤 3　选取 中最小对角线元素 ，并

用 替换 各对角线元素得到 。
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R̂

步骤 4　通过式(14)，进一步得到重构后的协

方差矩阵 。

R̂

(2MN −N + 1)× (2MN −N + 1)

RE

步骤  5　通过式 ( 1 6 )将 扩展成维数为

的T o e p l i t z矩

阵 。

RE

RV

步骤 6　 将 的矩阵填充问题转化为式(17)
秩函数最小化模型，再利用式(19)核范数最小化对

式(17)进行凸松弛，最后基于奇异值阈值算法实现

矩阵填充，得到目标矩阵 。结合MUSIC算法进

行DOA估计。 

4    仿真实验

M = 3, N = 5 2M +N−
1 = 10

本节进行仿真实来验证所提算法的有效性。选

用 的互质阵列，阵元数目为

。信噪比定义为

SNR = 10 lg
trace(RS)

σ2
1+σ2

2+...+ σ2
2M+N−1

(27)

均方根误差RMSE定义为

RMSE =

√√√√ 1

JL

J∑
j=1

L∑
l=1

(
θ̂l(j)− θl

)2

(28)

J L θl

l θ̂l(j) θl j

其中， 为蒙特卡罗实验次数， 为信号数目，

为第 个入射信号真实角度， 为 的第 次估

计值。 

4.1  可行性分析

将所提算法的性能与3种经典互质阵列DOA估

Q = diag {31, 20, 5, 13, 16, 37, 1, 27, 9, 13}

计算法进行比较，包括SS-MUSIC算法 [6 ]，CO-
Lasso算法[7]和Interpolation算法[8]。设置MUSIC算

法的角度搜索间隔为0.1°, CO-Lasso算法的完备

字典间隔设置为 0 . 1 °。设有 1 6个均匀分布于

–42°～48°方向的远场窄带信号，信噪比SNR=
0 dB，快拍数L=300。非均匀噪声协方差矩阵

。 4种算法

的实验结果如图2所示。

由图2可以看出，3种经典互质阵列DOA估计

算法效果均不理想，其中SS-MUSIC算法只能对少

数信源实现DOA估计，CO-Lasso算法和Interpola-
tion算法对于部分信源估计误差较大，而本文算法

可以对全部信源进行较准确的DOA估计。这是因

为3种经典算法的基本假设是均匀白噪声背景下，

而在非均匀噪声情况下，估计性能下降，本文通过

对接收数据协方差进行矩阵重构和填充，有效地抑

制了非均匀噪声。 

4.2  估计精度分析

将本文所提算法的性能与3种非均匀噪声条件

下互质阵列的DOA估计算法进行比较，包括

CCVS[18]算法，TVNM[19]算法和CMRCS[20]算法。

设有12个均匀分布于–42°～35°方向的远场窄带信

号。图3和图4分别为均方根误差随信噪比和快拍数

的变化关系。图3中，设置快拍数为600，信噪比变

化范围为–15～15 dB，进行300次蒙特卡罗实验。

图4中，设置信噪比SNR为5 dB，快拍数变化范围

 

 
图 2 幅相误差条件下的归一化空间谱
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Q σ2
m,m ∈ [1, 10]

σ2
m

为100～700，进行300次蒙特卡罗实验，快拍数变

化对DOA估计均方根误差的影响。假设非均匀噪

声协方差矩阵 各对角线元素为 ，

在每次实验中，从[1,30]范围随机选择各对角线元

素 。

由图3和图4可知，在相同条件下，提高信噪比

或增加快拍数，4种算法的角度估计精度均逐步提

高，在设置较高信噪比和快拍数情况下，CCVS算

法和TVNM算法估计精度明显低于CMRCS算法和

本文算法。这是因为CCVS算法和TVNM算法仅利

用了差联合阵列中连续的虚拟阵元，舍弃了非连续

部分，导致损失了部分有用信息；并且，这两种算

法本质上是通过平均协方差矩阵对角线元素来实

现噪声协方差矩阵白化，对噪声抑制效果有限。

CMRCS算法和本文算法均充分利用了所有的虚拟

阵元，其中，CMRCS算法通过移除采样协方差矩

阵对角线元素来构造无噪声协方差矩阵，移除噪声

协方差矩阵对角线元素的同时，也移除了信号协方

差矩阵对角线元素，造成了信息损失。本文算法则

通过选取对角线元素中的最小值替换其余元素，抑

制非均匀噪声的同时保留了有用信息，因而估计效

果更好。 

4.3  分辨概率分析

θ1 θ2

θ̂1 θ̂2

∣∣∣θ̂1 − θ1

∣∣∣ ∣∣∣θ̂2 − θ2

∣∣∣
|θ1 − θ2|/2

假设两个入射信号真实角度分别为 和 ，其

估计值分别为 和 ，如果 和 均小

于 ，则认为两个信号被成功分辨。图5和

图6分别为分辨概率随信噪比和角度间隔的变化关

θ1 θ2

θ1 θ2 = θ1 +∆θ

∆θ

Q

系。图5中，分别设置 =25°和 =26.5°，信噪比

变化范围由–15～15 dB，进行300次蒙特卡罗实

验。图6中，分别设置 =10°和 ，其中

角度间隔 的变化范围是0.2°～2.0°，信噪比为0 dB，

快拍数为500，进行300次蒙特卡罗实验。噪声协方

差矩阵 设置与实验2中相同。

dB

由图5可知，本文算法角度分辨概率最高，在

信噪比增加至0 时，本文算法和CMRCS算法角

度分辨概率均趋于100%，而CCVS算法和TVNM

算法分辨概率相对较低。由图6可知，在角度间隔

增加至1.4°时，本文算法和CMRCS算法分辨概率

趋近100%，且本文算法分辨概率最高，相比于

CCVS算法和TVNM算法有明显的分辨优势。因

此，本文算法在不同信噪比和不同角度间隔情况下

均具有明显的高分辨优势。 

5    结束语

为了解决互质阵列欠定DOA估计方法在非均

匀噪声条件下性能下降的问题，本文提出一种基于

协方差矩阵重构和矩阵填充的DOA估计方法。通

过重构接收数据协方差矩阵，有效抑制了非均匀噪

声，并将重构后的协方差矩阵进行扩展和填充，实

现欠定DOA估计。理论分析和仿真实验表明，在

非均匀噪声条件下，该方法保证了互质阵列欠定

DOA估计的鲁棒性。相对于现有方法，该方法充

分利用了所有虚拟阵元，有效抑制非均匀噪声的同

时不丢失有用信息，提高了估计性能。

 

 
图 3 均方根误差随信噪比变化

 

 
图 4 均方根误差随快拍数变化

 

 
图 5 分辨概率随信噪比变化

 

 
图 6 分辨概率随角度间隔变化
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