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摘   要：当样本数不足时，由采样协方差矩阵特征分解得到的噪声子空间偏离其真实值，使得多重信号分类

(MUSIC)算法目标角度(DOA)估计性能下降。为了解决这个问题，该文提出了一种迭代算法通过校正信号子空间

来提高MUSIC算法性能。该方法首先利用采样协方差矩阵特征分解得到的噪声子空间粗略估计目标角度；其次基

于信源的稀疏性和导向矢量的低秩特性，由上一步得到的目标角度以及其邻域角度对应的导向矢量构造一个新的

信号子空间；最后通过解一个优化问题来校正信号子空间。仿真结果表明，该算法有效地提高了子空间估计精

度。基于新的信号子空间实现MUSIC DOA估计可以使得性能得到改善，且在低样本数下改善尤为明显。
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Abstract: For cases with small samples, the estimated noise subspace obtained from sample covariance matrix

deviates from the true one, which results in MUltiple SIgnal Classification (MUSIC) Direction-Of-Arrival (DOA)

estimation performance breakdown. To deal with this problem, an iterative algorithm is proposed to improve the

MUSIC performance by modifying the signal subspace in this paper. Firstly, the DOAs are roughly estimated

based on the noise subspace obtained from sample covariance matrix. Then, considering the sparsity of signals and

the low-rank property of steering matrix, a new signal subspace is got from the steering matrix consisting of

estimated DOAs and their adjacent angles. Finally, the signal subspace is modified by solving an optimization

problem. Simulation results demonstrate the proposed algorithm can improve the subspace estimation accuracy

and furtherly improve the MUSIC DOA estimation performance, especially in small sample cases.
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Optimization problem

1    引言

目标角度估计(Direction-Of-Arrival, DOA)[1–3]

算法由于其在雷达、声呐、无线通讯等领域的广泛

应用受到越来越多的关注。其中，多重信号分类

(MUltiple SIgnal Classification, MUSIC)[1]算法利

用信号与噪声子空间之间的正交性来确定目标角

度。在大样本数情况下，通过采样协方差矩阵的特

征分解得到较精确的噪声子空间，算法的性能较

好。反之，在样本数不足时，由采样协方差矩阵特

征分解得到的噪声子空间偏离其真实值，使得

MUSIC算法的性能严重下降，偏离了克拉美罗界

(Cramer-Rao Low Bound, CRLB)[4]。近几十年

来，许多科研工作者对其进行深层次的研究和探

索,提出了一系列的改进算法来提高MUSIC算法性

能。这些算法可以大致分为两类：提高协方差矩阵

的估计精度和直接改善子空间的估计精度。

提高协方差矩阵的估计精度的方法有前后向平

均[5]，伪噪声重采样[6–8]以及通过去除原始采样协方

差矩阵中信号与噪声之间的互相关项[9,10]等。众所

周知，即使估计的协方差矩阵较精确，在低信噪比

(Signal-to-Noise Ratio, SNR)条件下，噪声子空间

与信号子空间也不能很好地分离。基于此，人们提

出直接对信号子空间或噪声子空间改进来提高性

能，典型的有加权的噪声子空间[11]算法。本文通过

修正信号子空间来提高MUSIC算法性能。首先，
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利用采样协方差矩阵特征分解得到的噪声子空间粗

略地估计目标DOA；其次基于信源的稀疏性和导

向矢量的低秩特性，由上一步得到的目标角度以及

其邻域角度对应的导向矢量构造一个新的信号子空

间；最后通过解一个优化问题来校正信号子空间并

以其误差的范数值来衡量信号子空间的估计精度。

仿真结果表明，新的信号子空间有效地抑制由样本

数不足引起的子空间泄露问题。基于新的信号子空

间实现MUSIC DOA估计可以使得性能得到改善，

且在低样本数下改善尤为明显。

2    信号模型

N n

dn d1 = 0 P

{θ1θ2 · · · θP } l

考虑一个 元线阵，其中第 个阵元到第1个阵

元的间距为 ， 。假设有 个窄带远场目

标，目标角度为 。那么第 个采样时刻

接收信号矢量为

x (l) = As (l) + n (l) , l = 1, 2, ···, L (1)

s (l) = [s1 (l) s2 (l) ···sP (l)]
T

(�)T A = [a (θ1)a (θ2) ···a (θP )]

p

a (θp) =
[
1 expj2π sin θpd2/λ ··· expj2π sin θpdN/λ

]T
n (l)

其中， 是信号波形矢量，

是转置， 是相对应的

信号导向矢量矩阵，其中，第 个信号的导向矢量为

。

为0均值高斯白噪声矢量，L为样本数。

R = E
[
x (l)xH (l)

]
= ASAH + σ2

nI E [�]
(�)H S

σ2
n I R

假设噪声与信号统计独立，理论协方差矩阵为

。其中， 是

数学期望， 是共轭转置， 是波形相关矩阵，

是噪声功率， 是单位阵。对矩阵 进行特征分

解可得到

R = UsGsU
H
s +UnGnU

H
n =

N∑
i=1

λieie
H
i (2)

λ1 ≥ λ2 ≥ ··· ≥ λP+1 = ··· = λN R

ei Us Un P

Gs Gn

其中， 是 的特征

值， 是特征矢量， 和 分别是 个大特征值对

应特征矢量张成的信号子空间和小特征值对应特征

矢量张成的噪声子空间， 和 为对应的特征值

矢量。

L

R̃ =
1

L

∑L

l=1
x (l)xH(l)

理想的协方差矩阵在实际中很难得到，通常用

个样本估计得到的采样协方差矩阵代替，即

。它的特征分解形式为

R̃ = ŨsG̃sŨ
H
s + ŨnG̃nŨ

H
n =

N∑
i=1

λ̃iẽiẽ
H
i (3)

λ̃i R̃ λ̃1 > λ̃2 > ··· > λ̃N ẽi

Ũs Ũn

G̃s G̃n

P̃

其中， 是 的特征值，且 , 是

相对应的特征矢量， 和 分别为信号与噪声子

空间， 和 是相对应的特征值矢量。子空间的

维数可根据文献[12]确定，假设确定的信号子空间

维数为 。

传统的MUSIC算法谱估计函数为[1]

f (θ) =
∥∥∥ŨH

n a (θ)
∥∥∥2
2

(4)

∥·∥22其中， 表示2-范数。根据式(4)在参数范围内进

行谱峰值搜索，找出极大值对应的角度即为信号

方向。

3    算法原理

根据文献[13]，当样本数趋于无穷时，信号子

空间和噪声子空间很容易分离；然而，在样本数不

足时，估计的采样协方差矩阵偏离其理想值，其特

征值和特征矢量也偏离理想值。一般认为由大特征

值对应的特征矢量张成信号子空间，而在小样本和

低SNR条件下，大特征值中包含更多地噪声分量，

信号子空间与噪声子空间很难分离。综上所述，受

噪声的影响以及样本数的限制，式(2)和式(3)等式

左右两边的各项都存在差异。根据文献[14]，可以

利用估计的信号子空间与真实信号子空间对应的投

影矩阵之间的误差来衡量信号子空间的精度。其误

差表达式为 ∥∥∥P̃s − Ps

∥∥∥
2

(5)

P̃s = ŨsŨ
H
s Ps = UsU

H
s

Ũs Us

其中， 和 分别是估计的信号

子空间 和真实信号子空间 的投影矩阵。

{
θ̃1θ̃2···θ̃P̃

}
δθ

θp ∈ Qp ={
θ| θ̃p − δθ ≤ θ ≤ θ̃p + δθ

}
{θ1θ2···θP } ⊂∪P̃

p=1 Qp

P̃∪
p=1

Qp ∆θ
⌣
A

⌣
A

直接利用式(4)中谱估计函数来对目标角度进

行粗略估计 。很明显，受采样噪声子空

间的影响，估计的目标角度包含一定的误差。可

以假设存在一个小的角度值 ，使得真实的目标角

度 总 是 位 于 这 个 角 度 区 域 内 ， 即

， 那 么

，将整个角度域 按等角度间隔 划分，

由各点对应的导向矢量构成的导向矩阵设为 。根

据文献[15]，考虑信源的稀疏性和导向矢量的低秩

特性，矩阵 可以用其主特征矢量近似表示，即

⌣
A =

⌣
U sc (6)

⌣
A =

⌣
U

⌣
G

⌣
V

⌣
U

⌣
V

⌣
A

⌣
G

⌣
λn

diag
(⌣
G

)
n

⌣
λ1>

⌣
λ2> ···>

⌣
λn> ···>

⌣
λN

K
⌣
U K

⌣
A

⌣
U s

⌣
U s =

⌣
U (:, 1 : K)

K
⌣
A

∑K

n=1

∣∣∣⌣λ n

∣∣∣2/∑N

n=1

∣∣∣⌣λ n

∣∣∣2 = η ≥ η0

其中， 为奇异值分解。 和 分别为矩

阵 的左右奇异矩阵， 为它的奇异值矩阵， 为

的第 个元素，且 。

由 个大奇异值对应的左奇异矩阵 的前 列扩展

了导向矩阵 的主子空间 ，即 。

可以近似地看作导向矩阵 的秩，它的值可以通

过以下式子来刻画，一般设为满足下列条件的最大

整数 ，其中，
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η ∈ (0, 1] η

K

η ≥ η0 η0 = 0.999

， 代表主分量能量与整体能量之比，越

接近1逼近质量越高。一般地， 的选择应满足

来保证矩阵的逼近效果，通常设为 。

Us⌣
U s

理论上，真实的信号子空间 应包含于子空间

。本文通过求解如式(7)的优化问题来估计信号

子空间

min
P̄s

∥∥∥P̃s − P̄s

∥∥∥
2
, s.t.

⌣
P nP̄s = 0 (7)

⌣
P s =

⌣
U s

(
⌣
U

H

s

⌣
U s

)−1
⌣
U

H

s

⌣
P n = I−

⌣
P s

⌣
U s

P̄s
⌣
U s

P̃s
⌣
U s

其中， 和 分别是

和它的正交子空间的投影矩阵，式(7)中约束条

件确保估计的矩阵 落在子空间 内，有望减弱

中不包含于 的误差分量。式(7)可转化为如式(8)

的问题

min
P̄s

∥∥∥P̃ ∥
s − P̄s

∥∥∥
2

(8)

它的解为

P̄s =

M∑
i=1

βiuiu
H
i (9)

P̃
∥
s βi P̃

∥
s

β1 > β2 > ··· > βM > βM+1 = ··· = βN ui

M P̃
∥
s

M M ≤ min
(
P̃ ,K

)
其中，矩阵 是半正定矩阵， 是矩阵 的特征

值，且 ， 是

相对应的特征矢量。 是矩阵 特征值大于0的个

数， 值一般满足 。

最终，改进的MUSIC算法的谱估计函数为

f ′ (θ) =
∥∥(I − P̄s

)
a (θ)

∥∥2 (10)

本文算法的具体实现步骤如下：

R̃

Ũs Ũn

步骤 1　估计采样协方差矩阵 并进行协方差

矩阵特征分解得到信号子空间 和噪声子空间 ；{
θ̃
(0)
1 θ̃

(0)
2 ···

θ̃
(0)

P̃

}
P̄

(0)
s = P̃s = ŨsŨ

H
s i = 1

步骤 2　根据式(4)粗略估计目标角度

，并设 ，迭代次数 ；

⌣
A

⌣
U s

步骤 3　由上一步估计得到的目标角度信息构造

导向矩阵 并进行奇异值分解得到信号子空间 ；

⌣
U s

⌣
P s =

⌣
U s

(
⌣
U

H

s

⌣
U s

)−1

⌣
U

H

s Ũs
⌣
U s P̃

∥
s =

⌣
P sP̃s

步骤 4　计算 的投影矩阵

，获得 落在子空间 内的部分，即 ；

P̄
(i)
s{
θ̃
(i)
1 θ̃

(i)
2 ···θ̃(i)M

}步骤 5　计算新的矩阵 ，根据式(10)进一

步估计得到较精确的目标角度 ；∥∥∥P̄ (i)
s

∥∥∥
2
−
∥∥∥P̄ (i−1)

s

∥∥∥
2
≤ ε i ≥ ϕ

i = i+ 1 ε

ϕ

步骤 6　 若 或者 ，

则迭代结束；否则 并跳回步骤3。式中 为

一个很小的常数， 为预设迭代次数，根据算法收

敛速度设定。

由上述步骤可知，目标角度是通过迭代估计产

⌣
U s

P̄s
⌣
U s P̃s

⌣
U s

P̃s

生的，最终确保子空间 中包含真实目标信息，

而估计的矩阵 也落在子空间 内，有望减弱 中

不包含于 的误差分量。此外，该算法也可以看

作在目标角度估计前做波束域预处理来削弱中 的

噪声分量。

4    性能分析

∥∥∥P̃s − Ps

∥∥∥
2

P̃s = Ps +∆Ps

P̃s

基于子空间的目标角度估计算法性能与子空间

的估计精度相关，以 来衡量传统MUSIC

算法信号子空间估计的精度。令 ，

则信号子空间 的估计精度为

ρ =
∥∥∥P̃s − Ps

∥∥∥
2
= tra (∆Ps∆Ps) (11)

tra (·) ∆Ps

∆R

∆Ps = Pn∆RUsG
−1
s UH

s +UsG
−1
s UH

s ∆RPn

Pn = UnU
H
n PnUs = 0 ρ

其中， 表示矩阵的迹。根据文献[10]， 关

于采样协方差矩阵估计误差 展开形式为

， 其 中

。结合 ,  的表达式可写成

ρ = 2tra
(
UsG

−1
s UH

s ∆RPn∆RUsG
−1
s UH

s

)
(12)

B E [∆RB∆R]

=
1

L
tra (RB)R E [∆R] = 0

根据文献[10]，对于任意方阵 ，有

，且 ，因此

E [ρ] =
2

L
tra (RPn)

tra
(
UsG

−1
s UH

s RUsG
−1
s UH

s

)
=

2σ2
n (N − P )

L

P∑
p=1

1

λp
(13)

σ2
n/L

从式(13)可以看出，基于采样协方差矩阵估计

信号子空间，其估计精度与 成正比，在低信噪

比和小样本情况下，信号子空间的估计精度较差。∥∥P̄s − Ps
∥∥
2

p

∆wp

∆R

接下来以 来衡量本文算法信号子空

间的估计精度。首先，假设第 个信号频率估计误

差为 ，根据文献[10],目标频率估计误差关于采

样协方差矩阵误差 的表达式为

∆wp ≜ w̃p − wp

=
dH
pPn∆RUsG

−1
s UH

s ap − aH
pUsG

−1
s UH

s ∆RPndp

2jdH
pPndp

,

p = 1, 2, ···, P (14)

w̃p dp =
∂ap

∂wp

{w| w̃p − δw ≤ w ≤ w̃p + δw}

dwp =

{
∆wp − δw,
∆wp + δw,

∆wp ≤ 0
∆wp > 0

其中， 是估计的目标频率， 。假设选

取的频率间隔为 ，则

频率边界误差，即真实目标频率与频率间隔内各频

点最大误差为 。

P⌣
A

=
⌣
A

(
⌣
A

H⌣
A

)−1
⌣
A

H

P⌣
A

≈ PA + dPs

将 在目标真实频率附近

的1阶泰勒展开近似表达为 ，其中，
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PA = A
(
AHA

)−1
AH = Ps dPs ≈

∑P

p=1

∂PA

∂wp
dwp

∂PA

∂wp
=Pn

∂A

∂wp

(
AHA

)−1
AH+A

(
AHA

)−1
(

∂A

∂wp

)H

Pn

⌣
U s

⌣
A

⌣
U s

⌣
A

⌣
U s

⌣
P s ∆

⌣
P s ≈ dPs

Z =
⌣
P sP̃s ∆

⌣
P s∆Ps

,  ,

。

信号子空间 由 的特征矢量近似表示，考虑到

与 间的近似误差较小，为了计算方便，本文假

设 的投影矩阵 的估计误差为 。令

，并忽略 项，则它的误差为

∆Z = Ps∆Ps +∆
⌣
P sPs (15)

Z Z =
∑N

i=1
βiuiu

H
i = msbsm

H
s +

mnbnm
H
n ∆ms = mnm

H
n∆Zmsb

−1
s P̄s =∑M

i=1
βiuiu

H
i = msbsm

H
s

的特征分解为

,  ， 又 有

，所以

∆P̄s = Pms∆ZHPmn + Pmn∆ZPms (16)

Pms = msm
H
s Pmn = mnm

H
n ms

mn PmsPms = Pms PmnPmn =

Pmn PmsPmn = 0

其中， 和 分别为 和

的投影矩阵。结合 ,  

以及 ，本文算法中信号子空间的估

计精度为

ρ1 =
∥∥P̄s − Ps

∥∥
2

= 2tra
(
Pms∆ZHPmn∆Z

)

= 2tra


Pms∆PsPsPmnPs∆Ps

+Pms∆PsPsPmn∆
⌣
P sPs

+PmsPs∆
⌣
P sPmnPs∆Ps

+PmsPs∆
⌣
P sPmn∆

⌣
P sPs

 (17)

E (ρ1)式(17)期望值 的计算包含4个迹函数的期

望值的计算，依次为

E [tra (Pms∆PsPsPmnPs∆Ps)]

=
1

L

P∑
p=1

1

λp
eHpPmnep ×

N∑
p=P+1

σ2
ne

H
pPmsep (18)

E
[
tra
(
Pms∆PsPsPmn∆

⌣
P sPs

)]
= −σ2

n

L

P∑
p=1

1

2jdH
pPndp

· tra
(
aH
pUsG

−1
s UH

s PmnPn
∂A

∂wp

(
AHA

)−1

·AHPsPmsPndp

) (19)

E
[
tra
(
PmsPs∆

⌣
P sPmnPs∆Ps

)]
=

(
E
[
tra
(
Pms∆PsPsPmn∆

⌣
P sPs

)])∗

(20)

E
[
tra
(
PmsPs∆

⌣
P sPmn∆

⌣
P sPs

)]
= − 1

L

P∑
p=1

P∑
r=1

2σ2
nRe

(
dH
pPndra

H
rUsG

−1
s UH

s ap

)
+ (δw)

2

2jdH
pPndp (2jdH

rPndr)

· tra
((

∂A

∂wp

)H

PnPmnPn
∂A

∂wr

(
AHA

)−1

·AHPmsA
(
AHA

)−1
)

(21)

E [ρ1]

利用式(18)、式(19)、式(20)和式(21)，最终可

得到信号子空间估计精度的期望值 的表达式

E [ρ1] =
2

L

P∑
p=1

1

λp
eHpPmnep ×

N∑
p=P+1

σ2
ne

H
pPmsep

− 2σ2
n

L
Re
( P∑

p=1

1

2jdH
pPndp

· tra
(
aH
pUsG

−1
s UH

s PmnPn
∂A

∂wp

(
AHA

)−1

·AHPsPmsPndp

))
+

1

2L

P∑
p=1

P∑
r=1

2σ2
nRe

(
dH
pPndra

H
rUsG

−1
s UH

s ap

)
+ (δw)

2

dH
pPndpdH

rPndr

· tra
((

∂A

∂wp

)H

PnPmnPn
∂A

∂wr

(
AHA

)−1

·AHPmsA
(
AHA

)−1
)

(22)

Re (·)
L σ2

n

δw

δw

其中， 表示取实部操作。从式(22)可以看出，

信号子空间的估计精度与样本数 、噪声功率 以

及频率间隔 等参数有关，在低信噪比和小样本

情况下，信号子空间的估计精度较差。此外，频率

间隔 增加时，信号子空间估计精度也会有轻微

的下降。

5    仿真实验

N = 10

Q = 500

本文以一个阵元数 的半波长均匀等距线

阵为例，对本文提出算法的性能进行仿真分析，仿

真试验次数设为 。

实验1　信号子空间估计精度

P̃sq = ŨsŨ
H
s P̄sq

q

10 lg
(
1

Q

∑Q

q=1

∥∥∥P̃sq−Ps

∥∥∥
2

)
10 lg

(
1

Q

∑Q

q=1

∥∥P̄sq − Ps
∥∥
2

)
−3◦ 3◦

δθ = 4◦ δθ = 2◦

∆θ = 0.05◦

令 和 分别为传统MUSIC算法以

及本文算法在第 次仿真时得到的信号子空间投影矩

阵，则其估计精度可以定义为

和 。假设有两个不相

关的窄带信源，角度分别为 和 。图1(a)和图1(b)
分别给出了角度间隔 和 (角度区域内

按栅格 均匀划分)多次迭代(迭代次数为
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I

δθ = 4◦

)信号子空间估计精度随着假设的初始误差变化曲

线。从图1可以看出，本文算法信号子空间精度可

提高大约5 dB。初始角度误差较小，1次迭代就可

以获得较精确的信号子空间，而初始误差大时，需

多次迭代。此外，对比图1(a)和图1(b)可以看出，

角度间隔较小时，估计得到的信号子空间可提高大

约1 dB，但是需要多次迭代，考虑到计算负荷，在

后文的仿真中仅迭代1次，设置角度间隔为 。

图2(a)和图2(b)分别给出了信号子空间的估计

精度随着SNR和样本数变化曲线，并与理论推导结

果对比。从图2中可以看出，信号子空间的估计精

度随着信噪比和样本数的增加而提高。在不同的样

本数以及SNR条件下，本文算法相比于传统算法信

号子空间精度可提高大约5 dB以上。

实验2　目标分辨能力比较

−1◦ 2◦

N

假设有两个不相关的窄带信源，角度分别为

和 。若此角域内存在两个峰值点，本文认为

可分辨两目标；否则，我们认为不能够分辨两目

标。图3(a)和图3(b)分别给出了目标分辨率随着

SNR和样本数变化曲线。从图3中可以看出，

SNR小于14 dB及样本数小于6 时，本文算法相比

于传统算法目标分辨能力好。

 

 
L = N图 1 信号子空间的估计精度随着角度误差变化曲线，SNR=5 dB, 

 

 
图 2 信号子空间的估计精度

 

 
图 3 目标分辨率
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实验3　均方误差根(RMSE)比较

RMSE =√
1

QP

∑Q

q=1

∑P

p=1

∥∥∥θ̃qp − θp

∥∥∥2 θ̃qp

q p

−3◦ 3◦

本文利用最小均方误差根(RMSE)来衡量目标
角 度 估 计 精 度 ， 它 定 义 为

，其中 表示第

次仿真试验中第 个信号的角度估计值。假设有两
个不相关的窄带信源，角度为 和 。

图4给出了RMSE随着SNR以及样本数的变化

情况。从图4中可以看出，当SNR小于8 dB时，本

文算法性能超过了MUSIC，SNR大于8 dB时，两

种算法性能都逐渐趋于CRLB。当样本数小于

40时，本文算法性能超过了MUSIC，样本数大于

40时，两种算法性能都逐渐趋于CRLB。总之，本

文算法相比传统MUSIC算法在低SNR和小样本区

域性能有明显改善，更接近CRLB。

6    结论

本文通过解优化问题来计算新的信号子空间，

进而得到相对应的噪声子空间的投影矩阵来改善

MUSIC 算法DOA估计性能。仿真实验证明了本文

算法可以提高信号子空间的估计精度。相比于传统

的MUSIC算法，本文改进算法可以得到更好的

DOA估计精度，也可以更好地分辨两个空间角度

相近的目标。
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