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2pm p m摘   要：该文基于Ding-广义分圆理论，将周期为 ( 为奇素数， 为正整数)广义分圆序列的研究推广到任意

素数阶情形，构造了一类新序列。通过数论方法分析多项式广义分圆类，确定并计算线性复杂度与序列的2次剩

余类和2次非剩余类的划分紧密相关。结果表明该类序列的线性复杂度远远大于周期的一半，能抗击应用

Berlekamp-Massey(B-M)算法的安全攻击，是密码学意义上性质良好的伪随机序列。
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2pm p

Abstract: Based on the theory of Ding - generalized circle, a new class of generalized cyclotomic sequences of

 (  odd prime and m>1) with arbitrary prime order is constructed in this paper. The polynomial cyclotomic

classes are analysed by algebra number theory method. Moreover, the linear complexity of the new sequences

are determined, which losely related to the division of quadratic residual classes and quadratic non-residual

classes. Results show that the linear complexity of this kind of sequence is much larger than half of the period,

hence, can fight Berlekamp-Massey’s security application attack that is a pseudo-random sequence with good

properties in the sense of cryptography.
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(B-M) algorithm

1    引言

伪随机序列具有不可预测性和随机性，可预先

确定和重复，因此被广泛应用于扩频通信、测量距

离、雷达导航、CDMA通信、全球定位、软件测

试和流密码系统等领域[1]。在应用中，一般要求序

列具有长的周期性、低的相关性及高的线性复杂

度。为了抵抗已知明文攻击，根据B-M(Berlekamp-
Massey)算法，好的伪随机序列的线性复杂度必须

大于其半个周期。
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Ding[2]基于Whiteman广义分圆类构造了一类

周期为 的2阶广义分圆序列，并证明了该类序列

具有好的线性复杂度和自相关性质；随后Ding和
Helleseth等人[3]共同提出了新的广义分圆类，实现

了对剩余类环最大子群的分割，并定义了新的二元

序列(简称Ding-广义分圆序列)；Bai等人[4]确定了

基于Ding-Helleseth 2阶广义分圆方法构造了周期

为 二元序列的线性复杂度.文献[5]和文献[6]针对

周期为 的广义分圆序列提出了迹函数的方法并

计算出该序列的线性复杂度；文献[7]给出了 上周

期为 的一类新的平衡四元广义分圆序列，研究

其线性复杂度；文献[8]给出了一类周期为 的二

元广义分圆序列，分析了该序列的线性复杂度和自

相关性质；文献[9]构造了周期为 的二元广

义分圆序列，计算了该序列的线性复杂度；周期为

的研究集中采用有限域多项式分解理论并计算

了该序列的线性复杂度[10–13]；文献[14]研究了周期

为 的二元广义分圆序列，采用分圆类的方法得
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到该序列具有高的线性复杂度。文献[15]构造了一

类新的周期为 的分圆序列，结果发现该序列具

有高的线性复杂度，之后文献[16]具体分析了周期

为 的序列，表明该序列的线性复杂度接近整个周

期，是一类好的序列。

2pm q

本文在文献[14]的基础上，将构造出具有高线

性复杂度的序列。具体安排如下：第2节首次构造

了一类新的周期为 的 阶二元广义分圆序列，

该构造是文献[14]给出的构造的推广；第3节利用分

圆类的方法对序列进行细划分，保证该序列具有高

的线性复杂度。根据B-M算法，获取该序列的任一

段子序列均无法用该算法恢复出整个周期序列；第

4节，对本文的工作做了小结。

2    新的广义分圆序列的构造

p p ´ 1(mod 4) N = 2pm

m ¸ 1 2pm Z2pm = f0; 1; ¢¢¢;
2pm¡1g 2pm Z ¤

2pm =faj gcd(a; p) = 1;

a = 0; 1; ¢¢¢; 2pm ¡ 1g Z ¤
2pm

pm g
p2 g pm g

g+pm pm g Z ¤
2pm

g Z ¤
pj Z ¤

2pj (1 · j · m)

设 为奇素数且 , ，整数

。 模 的 剩 余 类 环 为

， 模 的乘法群

。由于 是循环群，称它

的生成元为模 的本原根。特别地，若 是一个模

的本原根，则 也是模 的本原根。若 为偶数

时，则取 为模 的本原根，从而 是 的

本原根。因此， 是 和 的公共本

原根，且有

ord2pm(g) = '(2pm) = '(pm) = pm¡1(p¡ 1) (1)

(i; j)(2pm) = j(D (m)
i +1) \D (m)

j j Z2pm记 为环 上的

广义分圆数。

n ¸ 1 0 · l · q¡ 1

p = qf+1 Z ¤
2pm

定义1　任意正整数 ， ，其

中奇素数 ，定义 的广义分圆类为

D (pj )
0 = hgqi =

½
gqk(mod pj ) : k = 1; 2; ¢¢¢; '(pm)

q
;

1 · j · m
¾

(2)

D (2pj )
0 = hgqi =

½
gqk(mod 2pj ) : k = 1; 2; ¢¢¢; '(pm)

q
;

1 · j · m
¾

(3)

D (pj )
l = glD (pj )

0 = fgqk+l(mod pj ) : l = 0 ; 1; ¢¢¢; q¡ 1;
1 · j · mg (4)

D (2pj )
l = glD (2pj )

0 = fgqk+l(mod 2pj ) : l = 0; 1; ¢¢¢;
q¡ 1; 1 · j · mg (5)

tD (n) = ftc(mod n) : c 2 D (n); t 2 Zg jD (Pm)
l j

= jD (2Pm)
l j = pm¡1(p¡ 1)

q

其中， , 

。

x Z2pm

C+x = fc+x : c 2 C g
xC = fxc : c 2 C g

设C和 分别为环 上任意的一个子集和一

个元素，定义下列运算： ,

，显然有

Z ¤
2pj =

q¡1
[
l=0

D (2pj )
l (6)

Z ¤
pj =

q¡1
[
l=0

D (pj )
l (7)

Z ¤
2 = f1g (8)

则，

Z2pm =
m
[

j=1
(pm¡jZ ¤

2pj [ 2pm¡jZ ¤
pj )) [ pmZ ¤

2 [ f0g

=
m
[

j=1
(pm¡jD (2pj )

l [ 2pm¡jD (pj )
l )) [ fpmg [ f0g

(9)

Zpm =
m
[

j=1
(pm¡jZ ¤

pj )) [ f0g (10)

Hl
(pj ) = pm¡jDl

(pj ) : Hl
(2pj ) =

pm¡jDl
(2pj )

为了进一步说明，定义

，记

p ´ §1(mod 8) I = 0; 1; ¢¢¢; q=2¡ 1;

J = q=2; q=2+1; ¢¢¢; q¡ 1

(1) 当 时，

，

c0 =
m
[

j=1
(HI

(2pj ) [ 2HI
(pj )) [ fpmg

c1 =
m
[

j=1
(HJ

(2pj ) [ 2HJ
(pj )) [ f0g

Z2pm = c0 [ c1

c0 \ c1 = ?

9>>>>>>=>>>>>>;
(11)

2pm q s周期为 的 阶广义分圆序列 定义为

si =

½
1; i mod 2pm 2 c1

0; i mod 2pm 2 c0
; i ¸ 0 (12)

p ´ §3(mod 8)(2) 当 时，

~c0 =
m
[

j=1
(HJ

(2pj ) [ 2HI
(pj )) [ fpmg

~c1 =
m
[

j=1
(HI

(2pj ) [ 2HJ
(pj )) [ f0g

Z2pm = ~c0 [ ~c1

~c0 \ ~c1 = ?

9>>>>>>=>>>>>>;
(13)

2pm q ~s周期为 的 阶广义分圆序列 定义为

~si =

½
1; i mod 2pm 2 ~c1

0; i mod 2pm 2 ~c0
; i ¸ 0 (14)

p ´ §1(mod 8) p ´ §3(mod 8)

2pm q

利用 和 对周期

为 的 阶广义分圆序列进行细划分，保证了构

造的一类新周期序列具有高的线性复杂度。

3    新的广义分圆序列的线性复杂度

s = (s0; s1; s2; ¢¢¢; sN¡1) 2pm q设 是周期为 的 阶

2152 电   子   与   信   息   学   报 第 41 卷



S
s(x) = s0+s1x+ ¢¢¢+sN¡1xN¡1

LC(S) c0si+c1si¡1+ ¢¢¢+clsi¡l = 0(l ·
i · n) l c0 = 1 c1; c2; ¢¢¢; cl 2
GF(q) c(x) = 1+c1x+ ¢¢¢+clx l S

s

二元广义分圆序列，有限序列 的生成多项式为

， 线 性 复 杂 度

定义为满足

的最小正整数 ，其中

，多项式 称为 的极

小多项式。 序列的线性复杂度可表示为

LC(s) = deg(m(x))

= N ¡ deg(gcd(xN ¡ 1; s(x)) (15)

N = 2pm (xPm ¡ 1)2 2 GF(2) µ

GF(2) pm GF(2) xN ¡ 1

Z2

由 可 知 ， 。 令 是

上的 次本原单位根，其中 是

在 上的分裂域。根据式(15)可得

LC(s) = N ¡ fa : s(µa) = 0; 0 · a · pm ¡ 1g (16)

文献[14]中采用有限域多项式分解理论并计算

线性复杂度，但这种计算是复杂的。本节将推广到

任意素数阶情形下，采用分圆类的方法得到具有高

的线性复杂度序列。

s ~s根据定义1，式(12)和式(14)给出序列 和 的生

成多项式分别为

s(x) =
X
i2c1

x i

= 1+
mX

j=1

0@ X
i2HJ

(2pj )

x i+
X

i22HJ
(pj )

x i

1A 2 F2[x ] (17)

~s(x) =
X
i2c1

x i

= 1+
mX

j=1

0B@ X
i2H I

³
2pj
´ x

i+
X

i22HJ

³
pj
´ x

i

1CA 2 F2[x ] (18)

记

S (j)l (x) =
X

i2H I
(2pj )

x i

T(j)l (x) =
X

i22Hl
(pj )

x i

Ll(x) =
X

i2D
(p)
l

x i

9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>;
(19)

并记

jD (Pm)
l j = jD (2Pm)

l j = pm¡1(p¡ 1)
q

Z ¤
2pj =

q¡1
[
l=0

D (2pj )
l

Z ¤
pj =

q¡1
[
l=0

D (pj )
l

9>>>>>>>=>>>>>>>;
(20)

p 0 · l · q¡ 1其中， 为奇素数且 。

2pm q为求一类新的周期为 的 阶广义分圆序列

的线性复杂度，给出如下引理：

D (2pj )
l (mod pj ) = D (pj )

l 0 · l · q¡ 1;

1 · j · m)

引理1　 (

。

D (2pj )
l s D (2pj )

l

s pj D (pj )
l pj D (2pj )

l

(mod pj ) = D (pj )
l jD (2pj )

l j = jD (pj )
l j

证明　根据 的定义可知，当 跑遍

时， 模 跑遍 中每个元素 次。因此

且 。 证毕

2 2 D (p)
l 2 2 D (pj )

l 0 · l ·
q¡ 1 1 · j · m

推论1[4,15]　 当且仅当

, 。

p p2

2D (2pj )
l = 2D (pj )

l 0 · l · q¡ 1; 1 · j · m

引理2　若 是奇素数，且2是模 的本原根，

则 ( )。

p2

2 2
m
\

j=1
D (pj )

l

证明　根据2是模 的本原根且由推论1得

，

2D (2pj )
l = 2

½
gqk+l(mod 2pj ) : k = 1; ¢¢¢; '(pm)

q

¾
=

½
2gqk+l(mod 2pj ) : k = 1; ¢¢¢; '(p

m)

q

¾
=

½
2(gqk+l(mod pj )) : k = 1; ¢¢¢; '(p

m)

q

¾
= 2
½
(gqk+l(mod pj )) : k = 1; ¢¢¢; '(p

m)

q

¾
= 2D (pj )

l (21)

证毕

l2f0; 1; ¢¢¢q¡ 1g 1 · j · m引理3[10]　设 , ，则有

D (pj )
l = fx+py : x 2 D (p)

l ; y 2 Zpj¡1g(1) ；

D (2pj )
l = fx+py+±x ;y : x 2 D (p)

l ; y 2 Zpj¡1g

±x ;y =

(
0; x+py

pj ; x+py

(2) ，

其中， 。

证明　根据文献[10]，引理3中的(1)显然成

立。下证(2)：

x+py 2 D (pj )
l x+py x+

py 2 D (2pj )
l x+py x+py+pk 2 D (2pj )

l

D (2pj )
l = D (pj )

l = D (p)
l (mod p)

¯̄̄
D (2pj )

l

¯̄̄
=¯̄̄

D (pj )
l

¯̄̄
任意 ，若 为奇数，则

；若 为偶数，则 ，

进而得到 ，且

。 证毕

p ´ §1(mod 8) 2(mod p)

2 D (p)
I I = 0; 1; ¢¢¢; q=2¡ 1 p ´ §3(mod 8)

2(mod p) 2 D (p)
J J = q=2; q=2+1; ¢¢¢; q¡ 1

引理4 [ 1 , 3 ]　若 ，则

,  ；若 ，

则 , )。

® = µa a = pf i 2 pf Z ¤
2pm¡j

0 · f · m ¡ 1 i 2 Z ¤
2pm¡j l 2 f0; 1; ¢¢¢q¡ 1g 1 ·

j · m ¯ = µPm¡1

定理1　设 ，记 ，其

中 , , , 

, 可得：

p ´ §1(mod 8)(1) 当 时，
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S (j)l (®) =

8><>:
p¡ 1=q ; j · f

Ll(¯
i) ; j = f+1

0 ; j > f+1
(22)

T(j)l (®) =

8><>:
p¡ 1=q ; j · f

Ll(¯
i) ; j = f+1

0 ; j > f+1
(23)

p ´ §3(mod 8)(2) 当 时，

S (j)l (®) =

8><>:
p¡ 1=q ; j · f

Ll(¯
i) ; j = f+1

0 ; j > f+1
(24)

T(j)l (®) =

8><>:
p¡ 1=q ; j · f

Ll+1(¯
i) ; j = f+1

0 ; j > f+1
(25)

S (j)l (®) =
X

t2Hl
(2pj ) ®

t =X
t2pm¡jDl

(2pj ) µ
pf it =

X
t2pm+f¡jDl

(2pj ) µ
it 2 F2

µ F2 pm D (2pj )
l (mod pj ) =

D (pj )
l j · f S (j)l (®) = jDl

(pj )j = pj¡1

(p¡ 1) =q = (p¡ 1) =q j = f+1 S (j)l (®) =X
t2D

(pj )
l

µipm¡1t =
X

t2D
(pj )
l

¯it ¯ = µPm¡1

Dl
(pj ) = Dl

(p)+pZpj¡1 S (j)l (®) =

pj¡1
X

t2D
(p)
l

¯it = Ll(¯
i)

证明　由式 ( 1 9 )知

，(其中，

是 上的 次本原单位根 )和

，可得：当 时， 。

；当 时，

。 其 中 ，

由引理3可知， ，故

；

j > f+1当 时，假设

D (pj )
l =

n
xh+py : xh 2 D (p)

l ; y 2 Zpj¡1

o

µipm+f ¡ 1 = (µipm+f¡j+1 ¡ 1)

p¡ 1
2X

h=0

pj¡1¡1X
y=0

µpm+f¡j i(xh+py)

= 0; µipm+f¡j+1 ¡ 1 6= 0

S (j)l (®) =
X

t2D
(2pj )
l

µpm+f¡j it

=

p¡ 1
2X

h=0

pj¡1¡1X
y=0

µpm+f¡j i(xh+py) = 0

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;
(26)

T(j)l (®)=
X

t22Hl
(pj ) ®

t=
X

t22pm¡jDl
(2pj ) µ

pfit =X
t2pm+f¡j2Dl

(pj ) µ
it

同理，

。

p ´ §1(mod 8) 2 2 D (p)
I

2D (pj )
l = D (pj )

l+I

若 ，根据引理4可得 ，

即 ；

p ´ §3(mod 8) 2 2 D (p)
J

2D (pj )
l = D (pj )

l+J

若 ，根据引理4可得 ，

即 。 证毕

® = µa a = 2pf i 2 2pf Z ¤
pm¡f

0 · f · m ¡ 1i 2 Z ¤
2pm¡j l 2 f0; 1; ¢¢¢q¡ 1g 1 ·

j · m ¯ = µPm¡1

定理2　设 ，记 ，其

中 ,  

, 可得

p ´ §1(mod 8)(1) 当 时，

S (j)l (®) =

8><>:
p¡ 1=q ; j · f

Ll(¯
i) ; j = f+1

0 ; j > f+1
(27)

T(j)l (®) =

8><>:
p¡ 1=q ; j · f

Ll(¯
i) ; j = f+1

0 ; j > f+1
(28)

p ´ §3(mod 8)(2) 当 时

S (j)l (®) =

8><>:
p¡ 1=q ; j · f

Ll+1(¯
i) ; j = f+1

0 ; j > f+1
(29)

T(j)l (®) =

8><>:
p¡ 1=q ; j · f

Ll(¯
i) ; j = f+1

0 ; j > f+1
(30)

S (j)l (®) =
X

t2Hl
(2pj ) ®

t =X
t2pm¡jDl

(2pj ) µ
2pf it =

X
t2pm+f¡j2Dl

(pj ) µ
it

T(j)l (®) =
X

t22Hl
(pj ) ®

t =
X

t22pm¡jDl
(2pj ) µ

2pf it =X
t2pm+f¡jDl

(pj ) µ
it

证明　根据式(19)知

， 同 样

地，

，证明方法如定理2。 证毕

2pm q s ~s

2pm

定理3　周期为 的 阶广义分圆序列 和 的

线性复杂度为 。

s ~s证明　根据定义中式(12)和式(14)可得 和 的

生成多项式分别为

s(x) =
X
i2c1

x i=1+
mX

j=1

0@ X
i2HJ

(2pj )

x i+
X

i22HJ
(pj )

x i

1A
2 F2[x ]

~s(x)=
X
i2c1

x i = 1+
mX

j=1

0@ X
i2H I

(2pj )

x i+
X

i22HJ
(pj )

x i

1A
2 F2[x ]

9>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>;
(31)

a = 0 a = pm S(µa) = ~S(µa) = 1当 或 时，可得 ；

p ´ §1(mod 8) a 2 Z2Pmnf0; pmg
S(µa) = 1+2L0(¯) = 1

S(µa) = 1+2L1(¯) = 1

当 时，任意 ，

根据定理 1 和定理 2 得 或

；

p ´ §3(mod 8) a 2 Z2Pmnf0; pmg
~S(µa) = 1 LC(s)

2=pm¡fa : s(µa) = 0; 0 · a · pm ¡ 1g = 2pm LC

(~s) = 2pm ¡ fa : ~s(µa) = 0; 0 · a · pm ¡ 1g = 2pm

当 时，任意 根

据定理1和定理2得 ，由式(16)可得：

, 

。

证毕
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4    结束语

2pm q

p ´ 1(mod 8) p ´ 3(mod 8)

本文研究周期为 的 阶二元广义分圆序列

的线性复杂度，创新点是对伪随机序列通过

和 进行分圆类讨论，并

计算线性复杂度. 结果表明新序列具有高的线性复

杂度且为整个周期，安全性高，能够抵抗B-M算法

的攻击，在保密通讯中有广泛的应用。
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