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摘   要：目前对分布式LT码(DLT)的研究仅限于信源数量较少、且只有1层中继的情况，该文提出一种能够部署

在多层中继网络上的分布式LT码，即多层分布式LT码(MLDLT)。该码将信源进行分组，将中继进行分层，通过

分层后的中继群，可以将多达几十个乃至上百个信源连接到同一个接收端，从而实现众多信源通过多层中继对同

一个接收终端的分布式LT码通信。通过对MLDLT码进行与或树分析，得出其中继度分布的线性优化方程。分别

在无损和有损链路上计算该码的渐进性能并进行数值仿真，结果证明MLDLT码在无损和有损链路上的错误平台

都比较低。MLDLT码非常适合于信源数量较多的多层中继网络。
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Abstract: Present researches on Distributed Luby’s Transmission (DLT) codes are restricted on several-sources

and one-layer-relay networks, thus the Multiple Layers Distributed LT (MLDLT) code for multiple-layers-

relays networks is proposed. In MLDLT, sources are grouped and realys are layered in order that scores of

sources can be connected to the only destination through the layered relays. By this scheme, the distributed

communication between scores of sources and the destination can be performed. Through the and-or tree

analysis, the linear procedures for the optimization of the relays' degree distributions are derived. On both

lossless and lossy links, asymptotic performances of MLDLT are analized and the numberical simulations are

experimented. The results demonstrate that MLDLT can achieve satisfying erasure floors on both lossless and

lossy links. MLDLT is a feasible solution for the scores-sources and multiple-layers-realys networks.

Key words:  Distributed Luby’s Transmission (DLT) code; Degree distribution; And-or tree;  Asymptotic

performance

1    引言

O(k3) k

O(k ln k)

喷泉码[1]是一种运行在二进制删除信道上的前

向纠删码，其编码过程是对信息包的线性组合，因

此其译码可以通过高斯消元法完成；然而高斯消元

法的运算量太大，为 ( 是待传输的信息包的

数量)，因此需要改进之后才能运用到实际编码中[2]。

2002年，Luby[3]提出运算量只有 的LT码

k k(1+")

"

(Luby’s Transmission, LT)，被认为是喷泉码的第

1个实用案例。LT码采用置信传播(Belief Propaga-

tion, BP)方法[3,4]进行译码，该方法要求编码包遵

循一个名曰“鲁棒孤波分布(Robust Soliton Distribu-

tion, RSD)”的度分布。理论分析[3]和仿真结果[5–10]

都证明，接收端接收到的编码包的度分布越接近

RSD，译码就越顺利。除了度分布之外，另一个对

于LT码非常重要的参数是“译码开销” [11]，即：

为了成功解出 个信息包，接收端需要接收到

个编码包，这里 就是“译码开销”。RSD和译码

开销都是为了确保在译码成功之前，纹波[12,13]的大

小不能为0。分析LT码性能常用的方法有与或树分

析(and-or tree analysis)[14]和纹波期望值(Expected
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Ripple Size, ERS)[3,15]，其中与或树分析方法对于

译码成功率的预测更加精确(前提是码长足够长)，

因而应用比较广泛 [8–10,16]，本文采用与或树分析

方法。

分布式LT码是LT码和网络编码[17,18]结合的产

物，兼二者之长。文献[19]将LT码应用于分布式存

储，虽然不是真正的分布式LT码，但LT码的参与

仍然提高了存储性能。最早研究分布式LT码的文

献[5]将一个鲁棒孤波分布(RSD)解卷积成两个“解

卷积孤波分布(Deconvolved Soliton Distribution,
DSD)”，让两个信源采用DSD进行编码，中继进

行混合，这样，混合编码包的度分布就等于两个

DSD的卷积，也就是RSD。文献[6,7]研究的是2信
源、1中继的Y型网络上的分布式LT码，其思想

为：不进行解卷积，信源采用RSD编码，中继按照

一定规则选择编码包进行混合，使得混合编码包的

度分布保留RSD的关键特性。

文献[8]提出“选择性分布式LT码(Selected
Distributed LT, SDLT)”，其核心思想为：信源

根据信源度分布对信息包进行编码，中继根据中继

度分布选择一部分信源的编码包进行混合。该文献

引入“与或树”[14]对分布式LT码的渐进性能进行

分析，影响了后续针对分布式LT码的研究 [9 ,10 ]。

SDLT码的性能非常依赖于中继度分布的最高度数，

而这个最高度数又受限于信源的数量。文献[9]引入

缓存器对信源发来的编码包进行缓存，中继从缓存

器中选取编码包来进行混合，从而使显著提高了中

继度分布。文献[10]将文献[3]提出的鲁棒孤波分布

(RSD)和文献[5]提出的解卷积鲁棒孤波分布(DSD)
结合在一起，提出混合孤波分布码(Hybrid Soliton
Distribution Codes, HSDC)。

以上对分布式LT码的研究都是针对1层中继网

络的，这其中只有HSDC[10]的算法可以扩展到多层

中继网络上；而且现有的单层中继算法中信源的数

量太少(不超过10个)，无法实现几十个乃至几百个

信源对同一个接收端的通信。本文提出多层分布式

LT码(Multiple Level Distributed LT, MLDLT)可
以解决这两个问题。

本文先对MLDLT进行与或树分析，推导出各

层中继的度分布的线性优化方法。然后针对两个

MLDLT实例，优化其中继度分布，计算其渐进性

能，并进行数值仿真。作为对比，本文还对HSDC
进行了数值仿真。实验结果证明，当信源数量比较

多时，MLDLT的性能远好于HSDC。

2    无损链路上的MLDLT

©(x)
MLDLT的系统结构如图1。S表示信源，RL表

示L级中继，D表示接收端； 为信源度分布，

¡ L(x) pL

pd

p1 = p2 = ¢¢¢ = pL = pd = 0

为L级中继的度分布； 为L–1级中继和L级

中继之间的链路删除率， 为末级中继和接收端之

间的链路擦除率。本文首先考虑链路无损的情况，

即 。

2.1  基本原理

(x)

¡ I(x)

¡ L(x)

k
k ¢ t1t2 ¢¢¢ tL

N=(1+")kt1t2 ¢¢¢
tL ©(x) ¡ I(x);

¡ II(x); ¢¢¢; ¡ L(x) k; t1; t2; ¢¢¢; tL
MLDLT

¡
L;¡ L(x); ¢¢¢;

¡ I(x); ©(x); tL; ¢¢¢; t1; k
¢

(0; ©(x); k)

©(x)

MLDLT可以看做是SDLT[8]的L层扩展。如图1，
每t1个信源连接1个1层中继，每t2个1级中继连接

1个2级中继，以此类推，最后tL个L–1级中继连接

1个L级中继。其工作流程为：(1)信源采用度分布

对信息包进行编码，形成0级编码包；(2) 1级

中继采用度分布 选择信源，对选中信源的0级

编码包进行再编码，形成1级编码包；(3) L级中继

采用度分布 选择L–1级中继，对选中的L–1级

中继的L–1级编码包进行再编码，形成L级编码包

(最终编码包)；(4)重复以上步骤，直到接收端接收

到足够的L级编码包。假设每个信源有 个信息

包，那么1个L层MLDLT码共有 个信息包，

接收端收到的最终编码包应该有

个。信源度分布 ，各级中继的度分布，

，以及 ，共同决定

1个L层的MLDLT码，记作

。没有中继、信源只有1个

且直接连接接收端的情况记作MLDLT ，

显然，这就是信源度分布为 的LT码。

©(x) =
Xd©;max

d=1
©dxd

©d d ¡ i(x) =Xh¡ i ;max

h=1
¡ I

hx
h i = 1; 2; ¢¢¢;L i

¡ i
h h i ¡ 1 ©(x)

¡ I(x); ¡ II(x); ¢¢¢; ¡ L(x)

Á(x) = ©0(x)=©0(1) °I(x) = ¡ I0(x)=¡ I0(1)

信源度分布 的意义为：信

源以概率 选取 个信息包。中继度分布

( ) 的意义为： 级中继

以 概 率 选 择 个 级 中 继 。 对 和

引入“边视角度分布”：

,  ,  · · · ,

 

 
图 1 MLDLT码的系统结构
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°L(x) = ¡ L 0(x)=¡ L 0(1) Á(x)

Ád

d °i(x)

i i ¡ 1

i °i
h h i ¡ 1

。 的 意 义 为 ： 在

MLDLT的译码图上，任选一条连接信息包和0级

编码包的边，该边所连接的0级编码包以概率 连

接 个信息包。 的意义为：在译码图任选一条

连接 级编码包和 级编码包的边，该边连接的

级编码包以概率 连接 个 级编码包。

® = (1+")©0(1)

® = (1+")©0(1)¡ I0(1) ¢¢¢ ¡ L 0(1)

B
³
N;

®

N

´
N = (1+")kt1 ¢¢¢ tL

¤d

¤d =
¡N
d

¢³ ®
N

´d³
1¡ ®

N

´N¡d
N !1 ¤d = e¡®

¢®d=d! ¤(x) =
Xd¤;max

d=1
¤dxd =

e®(x¡1)

信息包所关联的编码包的数量称之为信息包的

“输入度”。信息包被编码成0级编码包之后，其

平均输入度为 。各级中继的再编码

使得信息包关联更多的编码包，平均输入度变成

。若信源和每一级

中继都是等概率选取的，则信息包关联L级编码包

的数量服从二项分布 , 。

记信息包关联d个L级编码包的概率为 ，则

。当 时，

。表示为多项式形式

，即为MLDLT码的输入度分布。

l 0 !1
MLDLT (0; ©(x); k) MLDLT

(0;©(x); k)

因为0层MLDLT码就是LT码，所以根据文献[8]
的分析结论，当译码迭代次数 由 时

的译码删除率，亦即

的渐渐性能为

P0¡ly
0 = 1

P0¡ly
l = exp

³
¡(1+") ¢ ©0(1¡ P0¡ly

l¡1 )
´ 9=; (1)

2.2  1层MLDLT码

P1¡ly
l

l

Si

C(a) C(a)
C(a)

1层MLDLT码的系统结构和译码图如图2(a)和
图2(b)。圆圈是输入节点(“或”节点)，表示信息

包；圆角方框是中间节点，表示0级编码包；方框

是输出节点(“与”节点)，表示1级编码包，也就

是1层MLDLT的最终编码包。用 来表示1层

MLDLT码的译码进行到第 回合时的删除率，即输

入节点为0的概率。构造1层MLDLT码的与或树：

(1)在图2(b)所示的译码图上任选信源 中的输入节

点a作为根节点；(2)a通过中间节点连接上一些最

右侧的输出节点，这些输出节点构成a的子节点，

记作 ；(3) 中的节点通过中间节点连接一批

输入节点，去掉a本身，剩下的就是 的子节

点；(4)如此翻转l个回合。

f 2 C(a) ¡ I
h

f Si

Si °I
h Si

Si C1 C2 Ch¡1

si c1 c2 ch¡1

di e1 e2 eh¡1 si di

任选一个输出节点 ，设f 以概率 连

接h个信源，因为 的父节点来自信源 ，不考虑

，f以概率 连接h–1个信源。包括 在内的h个信

源分别表示为 , , , ···, ，这h个信源中的

0级编码包分别表示为 , , , ···, ，它们的度

数分别表示为 , , , ···, 。 所连接的 条边

si

Ádi di ¡ 1 c1 c2 ch¡1

©e1; ©e2; ¢¢ ¢; ©eh¡1 e1 e2 eh¡1

h di e1 e2 eh¡1X
h

X
di

X
e1
¢¢¢
X

eh¡1
°I

h ¢ Ádi

¢(1¡ P1¡ly
l¡1 )

di¡1
¢ ©e1 ¢ (1¡ P1¡ly

l¡1 )
e1 ¢¢¢ ©eh¡1 ¢ (1¡ P1¡ly

l¡1 )
eh¡1

= Á(1¡ P1¡ly
l¡1 ) ¢

X
h
°I

h ¢
³
©
³
1¡ P1¡ly

l¡1

´´h¡1
=

Á(1¡ P1¡ly
l¡1 ) ¢ °I

³
©(1¡ P1¡ly

l¡1 )
´

中，有一条连接的是f 的父节点a，不考虑a, 以概

率 连接另外 个输入节点。 , , …, 则

分别以概率 连接 , , ···, 个输

入节点。因此，译码进行到第l回合时，考虑到度

数 , , , , ···, 所有的取值可能性，f 取值

为 1 的 概 率 为

。

¤dX
d
¤d ¢

h
1¡ Á(1¡ P1¡ly

l¡1 ) ¢ °I
³
©
³
1¡

P1¡ly
l¡1

´´id
=exp

h
¡® ¢ Á(1¡P1¡ly

l¡1 ) ¢ °I
³
©
³
1¡P1¡ly

l¡1

´́ i
又因为a以概率 拥有d个子节点，则a取值为

0 的 概 率 为

。

因此，1层MLDLT码的渐进性能为

P1¡ly
0 = 1

P1¡ly
l = exp

h
¡® ¢ Á

³
1¡ P1¡ly

l¡1

´
¢°I
³
©
³
1¡ P1¡ly

l¡1

´´i
9>>>>=>>>>; (2)

® = (1+")©0(1)¡ 0(1)代入 ，式(2)可以写作

P1¡ly
0 = 1

P1¡ly
l = exp

h
¡(1+") ¢ ©0

³
1¡ P1¡ly

l¡1

´
¢¡ I0
³
©
³
1¡ P1¡ly

l¡1

´´i
9>>>>=>>>>; (3)

MLDLT
¡
1; ¡ I(x); ©(x); t1; k

¢
MLDLT

¡
0; ¡ I (©(x)) ; t1k

¢
对 比 式 ( 1 ) 和 式 ( 3 ) ， 可 以 得 出 结 论 ：

在渐进性能上等价

于 。

2.3  L层MLDLT码
T= t1t2

MLDLT
¡
2; ¡ II(x);

考虑一个拥有 个信源的2层MLDLT码，

系统结构如图3(a)所示，记作

 

 
图 2 1层MLDLT的系统结构和译码图
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¡ I(x); ©(x); t2; t1; k
¢

MLDLT
¡
1; ¡ I(x); ©(x); t1; k

¢
MLDLT

¡
0; ¡ I (©(x)) ; t1k

¢
MLDLT

¡
2; ¡ II(x);

¡ I(x); ©(x); t2; t1; k
¢

。根据 2 . 2节的分析结论，

在渐进性能上等价

于 。因此，2层MLDLT

码在渐进性能上也可以进行类似等价。如图3(b)和
图3(c)，经过两次等价之后，

在渐进性能上等价于MLDLT

¡
0; ¡ II

¡
¡ I (©(x))

¢
; t2t1k

¢
。

¡
L;¡ L(x); ¢¢¢; ¡ I(x); ©(x); tL; ¢¢¢; t1; k

¢
¡
0;¡ L

¡
¢¢¢
¡
¡ I (©(x))

¢¢
; tL ¢¢¢ t1; k

¢
将以上结论扩展到L层的MLDLT码MLDLT

上，用同样

的方法对其进行层层等价，最后可等价为MLDLT

。参照式(1)，容

易得知，该码的渐进性能为

PL¡ly
0 = 1

PL¡ly
l = exp

h
¡ (1+") ¢ ©0(1¡ PL¡ly

l¡1 )

¢¡ I0
³
©(1¡ PL¡ly

l¡1 )
´
¢¢¢

¢¡ L 0
³
¡ L¡1

³
¢¢¢¡ I

³
©(1¡ PL¡ly

l¡1 )
´´́ i

9>>>>>>>=>>>>>>>;
(4)

©(x) ¡ I(x); ¡ II(x); ¢¢¢; ¡ L¡1(x)

¡ L(x)

如 果 和 均 已

知，式 ( 4 )可以转化为求解 的线性规划

LP 1 : s:t: min
Xh¡L ;max

h=1
h¡ L

h ;
Xh¡L ;max

h=1
h¡ L

h

¢
¡
¡ L¡1 ¡¢¢¢¡ I (©(x i))

¢¢h¡1 ¸
n
¡ ln(1¡ x i)

h
(1

+")©0(x i)¡
I0 (©(x i)) ¢¢¢ ¡ L¡10 ¡¢¢¢¡ I (©(x i))

¢ io
;

i = 1; 2; ¢¢¢;m

3    有损链路上的MLDLT

p1

pL pd pd > 0
(1¡ pd)

"¤ 1+" = (1+"¤)(1¡ pd)

如图1所示的MLDLT码，考虑链路删除率 ,
…, , 不全为0的情况。当 时，L级中继发

往接收端的编码包中，只有占比 的部分被

接收。假设要达到相同的译码成功率所需的译码开

销为 ，显然 ，即

"¤ = (1+")=1¡ pd¡ 1 (5)

p1 p2 pL

RI

然后分析 , , ···, 不全为0的情况。从图1
中任选一个局部网络，如图4(a)所示。中继 执行

如表1所示的算法。

RI

¡ I¤(x) = ¡ I¤
0 +¡

I¤
1 x+ ¢¢¢+¡ I¤

hmax
xhmax

通过算法1，中继 实际得到的0级编码包的

度分布变成 。

¡ I¤
0 ; ¡ I¤

1 ; ¢¢¢; ¡ I¤
hmax

下面来分别确定 的值。

t1 RI i

QI
i =
¡t1
i

¢
p1

i(1¡ p1)
t1¡i 0 · i · t1

RI ¡ I¤
0

t1 QI
t1 RI

1 · b · hmax ¡ I¤
b RI

RI

= ¡ I
b ¢
Xt1¡b

i=0
QI

i+QI
t1¡b ¢

Xhmax

j=b+1
¡ I

j

个信源发送给 的0级编码包中，有 个被删

的概率为 ,  。因

此， 得到了0个0级编码包的概率为： =P

( 个0级编码包全都被删 )= ,  得到了b个

( ) 0级编码包的概率为： =P( 选

了b个0级编码包)·P(删除后还剩至少b个0级编码

包)+P( 选了超过b个0级编码包)·P(删除后只剩

b个0级编码包) 。

综上可得

 

 
图 3 2层MLDLT码的系统结构和等价过程

 

 
图 4 有损链路上的局部MLDLT及其等价结构图

表 1  中继选择和编码算法

t1　步骤1　从 条链路上接收0级编码包；

t¤1　步骤2　统计实际接收到的0级编码包数量 ；

RI ¡ I
h h　步骤3　中继 以概率 选择度数 ；

t¤1 > h　步骤4　if  then

t¤1 h　　　　　　从 个0级编码包中任选 个进行混合；

　　　　　else then

t¤1　　　　　　将 个0级编码包进行混合。

　　　　end if
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¡ I¤
b =

8>>><>>>:
QI

t1; b = 0

¡ I
b

t1¡bX
i=0

QI
i+QI

t1¡b

hmaxX
j=b+1

¡ I
j ; 1 · b · hmax

(6)

¡ I¤
0 ; ¡ I¤

1 ; ¢¢¢; ¡ I¤
hmax

¡ II¤(x); ¢¢¢; ¡ L¤(x) pd

求出 ，图4(a)中的有损局部网

络即可以等价为图 4 ( b )中的无损局部网络。

2～L级中继同样采用算法1，它们实际得到的编码

包的度分布为 。再考虑到 ，则

有损链路上的L层MLDLT码的渐进性能为

PL¡ly;ls
0 = 1;

PL¡ly;ls
l = exp

h
¡ (1¡ pd)(1+"¤) ¢ ©0(1¡PL¡ly;ls

l¡1 )

¢¡ I¤0
³
©(1¡ PL¡ly;ls

l¡1 )
´
¢¢¢

¢¡ L¤0
³
¢ ¢ ¢¡ I¤

³
©(1¡ PL¡ly;ls

l¡1 )
´´i

9>>>>>>>=>>>>>>>;
(7)

4    线性规划和仿真结果

; ; ¢¢¢;4.1  中继度分布 的线性规划

t1 = 5; t2 = 10

t1 = 5; t2 = 20 ©(x)
h¡ I;max = t1

h¡ II;max = t2 ¡ I(x) ¡ II(x)

考虑两个2层MLDLT码实例：1个拥有50个信

源，每5个信源连接1个1级中继，共10个1级中继，

连接1个2级中继，即：T=50, ；另

1个拥有100个信源，每5个信源连接1个1级中继，

共20个1级中继，连接1个2级中继，即：T=50,
。采取文献[8]中的信源度分布 =

0.05x+0.5x 2 +0.4x 3 +0.05x 4，令 ,

，运行LP 1，得到 和 的线

性规划结果如表2所示。

4.2  无损链路上MLDLT码的与或树分析和仿真结果

p = 0 ´ = 0:1 k =

根据式(4)计算出两个2层MDLT码的渐进性

能，分别如图5(T=50)和图6(T=100)。进行数值仿

真时，令每个信源拥有k=1000个信息包，仿真结

果分别如图5和图6。作为对照，本文同时仿真了

25=32个信源、26=64个信源的HSDC[10]，分别和

50个信源、100个信源的MLDLT码对比。HSDC的

参数取 和 ，每个信源有 1000个信

息包。由图5可知，50个信源的2层MLDLT跟它自

己的与或树分析结果基本一致。这里需要做一些说

明，因为T = 5 0时用来仿真的信息包总量为

5×104个，删除率的分辨率只能达到1/(5×104)=
2×10–5，因此在仿真结果中，删除率低于2×10–5时

便直降为0。跟32个信源的HSDC相比，则可以看

到MLDLT的性能远好于HSDC。图6中所展示的

100个信源的2层MLDLT码的仿真结果与其与或树

分析结果非常接近，同样，由于用来仿真的信息包

总量为 1 × 1 0 5个，删除率的分辨率只能达到

1/(1×105)=1×10–5，因此在仿真结果中，删除率低

于1×10–5时便直降为0。而与之对应的64个信源的

HSDC码的仿真结果仍然不尽人意。

2n

n = 1; 2

n ¸ 3

这里对HSDC做一些说明：HSDC的中继每一

步混合编码处理2个信源， 个信源需要的编码步

数为n。中继混合会改变编码包的度分布，我们对

HSDC每一步混合之后的编码包的度分布进行了跟

踪，发现：第1步和第2步混合之后，混合编码包的

度分布比较接近RSD，然而从第3步开始，混合编

码包的度分布就显著偏离RSD。体现在仿真结果

上，如图7所示， 时，HSDC的性能比较优

越， 时，性能就急剧下降。

4.3  有损链路上的与或树分析和仿真结果

p1; p2 pd

仍 然 考 虑 T = 5 0 和 T = 1 0 0 的 两 个 2 层

MLDLT码。将 和 分开来考虑，根据式(7)计
算不同擦除率下这两个MLDLT码的渐进性能，结

果分别如图8、图9(T=50)和图10、图11(T=100)。

 

 
图 5 50个信源的2层MLDLT码和32个信源的HSDC码的仿真结果

 

 
图 6 100信源的2层MLDLT码和64个信源的HSDC码的仿真结果

表 2  和 的线性规划结果

　T=50
¡ I(x)　 　0.7101x+0.2899x5

¡ II(x)　 　0.8850x+0.0117x2 + 0.1033x10

　T=100
¡ I(x)　 　0.7101x+0.2899x5

¡ II(x)　 　0.8625x+0.0534x2+0.0841x20
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p1; p2

p1; p2

由图8和图10可以看到 对MLDLT码的渐

进性能的影响为： 增加时，MLDLT的错误平

台升高，同时译码开销减小。而图9和图11表明

pd

p1; p2 p1 = p2

只影响译码开销、不影响错误平台，比较简单可

预测，因此对有损链路进行仿真时，本文只考虑

。分别取 =0.1, 0.2, 0.3, 0.4，各级中继

依照算法1，则T=50和T=100时的仿真结果分别如

图12和图13。注意，如4.2节所述，由于参与仿真

的信息包数量有限，因此在图12中，删除率低于

2×1 0 – 5时便直降为 0；图 1 3中，删除率低于

1×10–5时便直降为0。

 

 
图 10 100个信源的MLDLT码在有损链路上的渐进性能

 

 
图 11 100个信源的MLDLT码在有损链路上的渐进性能

 

 
图 12 50个信源的MLDLT码在有损连路上的仿真结果

 

 
图 13 100个信源的MLDLT码在有损连路上的仿真结果

 

 
图 7 21, 22, ···, 26个信源的HSDC码的仿真结果

 

 
图 8 50个信源的MLDLT码在有损链路上的渐进性能

 

 
图 9 50个信源的MLDLT码在有损链路上的渐进性能
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5    结论

本文提出了能够部署在多层中继网络上的

MLDLT码，对其实例的渐进性能分析和数值仿真

均表明，无论是在无损链路还是有损链路上，

MLDLT码均能够取得较低的译码错误平台，尤其

是它对有损链路的删除率具有非常好的抵抗能力。
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