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有限域上常循环厄密特对偶包含码及其应用 

朱士信    黄  山*    李  锦 
(合肥工业大学数学学院  合肥  230601) 

摘  要：该文研究了有限域 ( )2GF q 上长度为 ( ) ( )2 21 1mq q− − 的常循环码。给出一类常循环码是厄米特对偶包含 

码的一个充要条件，并确定了这类常循环厄米特对偶包含码的参数。利用厄米特构造，得到了比量子 BCH 码参数

更好的量子纠错码。 
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Constacyclic Hermitian Dual-containing Codes over 
Finite Fields and Their Application 
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Abstract: In this paper, constacyclic codes over the finite field ( )2GF q  of length ( ) ( )2 21 1mq q− −  are studied. 

A sufficient and necessary condition for a class of constacyclic codes to be Hermitian dual-containing codes is given, 

and the parameters of this class of constacyclic codes are determined. Using Hermitian construction, the obtained 

quantum codes, are better than the parameters of quantum BCH codes. 
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1  引言  

与经典的纠错码理论相似，量子纠错码理论研

究的一个核心问题是：构造与寻求最大可能极小距

离的量子纠错码。文献[1,2]将复杂的物理量态转化

为数学模型，给出量子纠错码和经典纠错码的联系。

厄米特构造[1]作为量子码的一个重要构造方法被广

泛应用，其关键点在于构造参数较好的厄米特对偶

包含码。BCH 码是一类重要的线性码，它的一个显

著特点是可以控制其纠错能力。2007 年，Aly 等 
人[3]利用 BCH 码构造量子码，给出狭义 BCH 码是

厄米特对偶包含码的充分条件。Ma 等人[4]给出有限 

域 ( )2GF q 上长度为( ) ( )2 21 1mq q− − 的BCH码是厄 

米特对偶包含码的一个充要条件，并且通过厄米特

构造，得到了一系列量子码。此后，量子 BCH 码和

量子循环码得到广泛研究 [5 8]− 。 

                                                        
收稿日期：2017-07-20；改回日期：2018-01-10；网络出版：2018-03-14 

*通信作者：黄山  huangshan5197@163.com 

基金项目：国家自然科学基金(61772168, 61572168)，安徽省自然科

学基金(1508085SQA198, 1708085QA01) 

Foundation Items: The National Natural Science Foundation of 

China (61772168, 61572168), The Natural Science Found of Anhui 

Province (1508085SQA198, 1708085QA01) 

常循环码是循环码的推广，它既继承了循环码

的良好性能，同时又具有若干新的特性。Guardia[9]

定义了常循环 BCH 码，并由此获得了参数较好的量

子码。2004 年，Lin[10]利用常循环码构造了具有较好

参数的二元量子码。2013 年，Kai 等人[11]研究了两

类负循环对偶包含码，与循环对偶包含码相比，负

循环对偶包含码的参数更好，从而获得了参数较好

的量子码。Xu 等人[12]研究了一类四元对偶包含码，

并获得了一些新参数的量子码。最近，Yuan 等人[13] 

研究了有限域 ( )2GF q 上一类常循环量子码，与文献 

[3]中的量子 BCH 码比较，在相同设计距离下，他

们构造的量子码具有更好的参数。文献[14,15]研究

了两类常循环对偶码，同样，与文献[3]的构造相比，

获得了新参数的量子码。 

本文研究了 ( )2GF q 上长度为 ( ) ( )2 21 1mq q− −  

的常循环厄米特对偶包含码，给出了一类常循环码

是厄米特对偶包含码的一个充分必要条件，并确定

了这类常循环厄米特对偶包含码的参数。利用厄米

特构造，获得了一系列量子码。在相同设计距离下，

将其与文献[3]和文献[4]中的量子BCH 码进行比较，

发现本文构造的量子码具有较好的参数。 
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2  基础知识 

设 ( )2GF q 是一个 2q 元有限域。对任意正整数n , 

( )2GF
n

q 表示 ( )2GF q 上n 维行向量空间。 ( )2GF
n

q

的任意一个非空线性子空间 C 称作一个 2q  

元线性码，n 叫该码的码长，C 中的向量称作码字。

码字的 Hamming 重量定义为非零分量的个数，而

码字a 和b之间的 Hamming 距离定义为它们相异

位的个数。码C 的最小距离定义为不同码字之间

Hamming 距离的最小值。显然，线性码的最小距离

等于非零码字的 Hamming 重量的最小值。通常， 
将维数为 k ，最小距离为 d 的 2q 元线性码记作

2[ , , ]
q

n k d 。设 ( )*2GF qλ ∈ , λ -常循环移位 λτ 定义为

( ) ( )0 1 1 1 0 2, , , , , ,n n nc c c c c cλτ λ− − −= ，其中( 0 1, , ,c c  

) ( )2
1 GF

n

nc q− ∈ 。设C 是一个 2[ , , ]
q

n k d 线性码，如果

( )C Cλτ = ，则C 为 ( )2GF q 上长度为n 的λ -常循环

码。通常，将码字 ( )0 1 1, , , nc c c − 与其多项式表示
1

0 1 1
n

nc c x c x −
−+ + + 等同，因此，在同构的观点

下，码C 是 ( )2GF q 上长度为n 的λ -常循环码当且仅

当C 是商环 ( )2GF [ ] nR q x x λ= − 的理想。因为商

环R 是主理想环，所以 ( )2GF q 上长度为n 的λ -常循

环码 ( )C g x= ，其中 ( )g x 是 nx λ− 的首一因子，

( )g x 称为码C 的生成多项式。 

设λ的乘法阶为r 且 gcd( , ) 1n q = ，则在 ( )2GF q

的某一个扩域中存在一个 rn -次本原单位根 ζ 使得
nζ λ= 。因此， nx λ− 的零点恰好是 1 rjζ + ，其中

0 1j n≤ ≤ − 。记 {1 : 0 1}rj j nΩ = + ≤ ≤ − ，对任

意 i Ω∈ , 2q - 模 rn 的分圆陪集定义为 i =  

{ }2 2( 1), , , ii iq iq − ，其中 i 是使得 2  (mod )iiq i rn≡

的最小正整数，分圆陪集 i 中最小的元素称为陪集

首。设 ( )C g x= 是 ( )2GF q 上长度为n 的λ -常循环

码，则 ( )g x 的零点指数集合 { : ( ) 0}jZ j g ζ= = 称为

码C 的定义集。由定义知Z Ω⊆ 且Z 是一些 2q -分圆

陪集的并。如果 λ -常循环码 C 的定义集 Z =  
2

10 rii

δ−
+=∪ ，则称C 是设计距离为 δ 的 λ -常循环

BCH 码，并记作Cδ 。 

对于 ( )2GF
n

q 中的向量 ( )0 1 1, , , nx x x −=x 和

( )0 1 1, , , ny y y −=y ，定义它们的厄米特内积为
1

0
( , )

n q
h i ii

x y
−

=
= ∑x y 。码C 的厄米特对偶码定义为

( ){ }2GF : ( , ) 0,h
n

hC q C⊥ = ∈ = ∀ ∈y x y x 。如果 hC ⊥  

C⊆ ，称C 为厄米特对偶包含码。利用厄米特对偶

包含码，可以构造量子码。 

引理 1[1](厄米特构造)  设C 是一个 2[ , , ]
q

n k d 线

性码，如果 hC C⊥ ⊆ ，则存在参数为 [[ ,2 , ]]qn k n d− 的

量子码。 

由引理 1，构造量子码关键在于构造厄米特对

偶包含码。关于 ( )2GF q 上的λ -常循环码是厄米特对

偶包含码，有如下判别方法。 

引理 2[13]  设 ( )*2GF qλ ∈ 且 ord( ) rλ = 。设

2n ≥ 且 gcd( , ) 1n q = 。设C 是 ( )2GF q 上长度为n 的

λ -常循环码且定义集为Z 。则C 为厄米特对偶包含

码当且仅当 Z ∩  qZ− = ∅ ，其中 { :qZ qz− = −  

}z Z∈ 。 

引理 3[16](常循环 BCH 界)  设Cδ 是 ( )2GF q 上

长度为n ，设计距离为 δ 的λ -常循环 BCH 码，则码

Cδ 的最小距离d δ≥ 。 

3  厄米特对偶包含λ -常循环码Cδ 的最大设

计距离 

设ω是 ( )2GF q 的一个本原元，令 1qλ ω −= ，则

ord( ) 1qλ = + 。 设 ( ) ( )2 21 1mn q q= − − ， 其 中

2m ≥ 。定义
2

1 ( 1)0
= q ii

Z
δ

δ
−

+ +=∪ ，其中 2δ ≥ , 1 ( 1)q i+ +

为 2q -模 ( 1)q n+ 包含1 ( 1)q i+ + 的分圆陪集。设Cδ

是 ( )2GF q 上长度为 n ，定义集为 Zδ 的 λ -常循环

BCH 码。下面，确定Cδ 是厄米特对偶包含码的最

大设计距离。 

引理 4  λ -常循环 BCH 码Cδ 是厄米特对偶包

含码当且仅当
2 /2 1

22 1
1

mq q
q

δ
⎢ ⎥+⎣ ⎦ −

≤ ≤ +
−

。 

证明  令
2 /2 1

2= 1
1

mq q
q

δ
⎢ ⎥+⎣ ⎦ −

+
−

，设 qZ Zδ δ
−∩ ≠ ∅，

则 存 在 整 数 0 ,  2k l δ≤ ≤ − 使 得 1 ( 1)q k+ + ≡  
2 1[1 ( 1) ]  (mod( 1) )jq l q q n+− + + + ， 其 中 0 j m≤ ≤  

1− 。 由 于 2( 1) 11 ( 1) [1 ( 1) ]  m jq l q k q − − ++ + ≡ − + +  

(mod( 1) )q n⋅ + ，所以，可以假定 0 ( 1)/2j m⎢ ⎥≤ ≤ −⎣ ⎦且 
2 1[1 ( 1) ] [1 ( 1) ] 0(mod( 1) )jq k q l q q n++ + + + + ≡ + (1) 

此时， 

( ) ( )

2 1

2 ( 1)/2 +1

2 /2 1 2 ( 1)/2 32 2

1 [1 ( 1) ] [1 ( 1) ]

 1 ( 1) 2 1

( 1)
1

j

m

m mm

q k q l q

q q

q q q q
q n

q

δ

+

⎢ ⎥−⎣ ⎦

⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

< + + + + +

⎡ ⎤≤ + + − +⎢ ⎥⎣ ⎦

+ − −
= < +

−
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这与式(1)矛盾。因此 qZ Zδ δ
−∩ = ∅。由引理 2, hCδ

⊥  

Cδ⊆ 。因为，当 1 2δ δ≤ 时，
1 2
h hC Cδ δ

⊥ ⊥⊆ 。故对任意

的 δ δ≤ , h hC C C Cδδ δδ
⊥ ⊥⊆ ⊆ ⊆ 。 另 一 方 面 ，

( )
2 ( 1)/2 1

2 ( 1)/2 1 1
1  ( 1) 1   

1

m
m q

q q
q

δ
⎢ ⎥− +⎣ ⎦⎢ ⎥− +⎣ ⎦ −⎡ ⎤− + + − ≡⎢ ⎥⎣ ⎦ −

(mod( 1) )q n⋅ + 。注意到
2 ( 1)/2 1 1

1 ( 1)
1

mq
q

q

⎢ ⎥− +⎣ ⎦ −
= + +

−
 

( )
2 ( 1)/2 1

2 1 ( 1) 1
1

mq q
q

q
δ

⎢ ⎥− +⎣ ⎦ −
⋅ ≤ + + −

−
，故 11 Zδδ +− ∈  

1
qZδ

−
+∩ 。即 δ 是使得 qZ Zδ δ

−∩ = ∅成立的最大整数。

由引理 2, δ 是使得Cδ 为厄米特对偶包含码的最大

设计距离。                               证毕 

下面确定λ -常循环 BCH 码Cδ 的维数。由定义 

( )dim C n Zδ δ= −             (2) 

因为， ( )21 ( 1) 0 modq i q+ + ≡ ，则存在 0 i' i≤ < 使

得 1 ( 1)1 ( 1) q iq i ′ + ++ + = 。 所 以 ， 假 设 1i q≡/ −  

( )2modq⋅ 。我们以a 表示使得 (mod( 1) )a a q n≡ + 成

立的最小非负整数，其中a 为正整数。 

引理 5  设 3m ≥ 为奇数。如果 20
1

mq q
i

q
−

≤ ≤
−

 

1− 且 ( )21 modi q q≡/ − ，则 1 ( 1)q i+ + 是 2q - 模

( 1)q n+ 的分圆陪集 1 ( 1)q i+ + 的陪集首，并且

1 ( 1)q i m+ + = 。 

证明  设 ( 1)/2m' m= − 。下面，证明对任意的

1 1mτ≤ ≤ − , [ ] 21 ( 1) 1 ( 1)q i q q iτ+ + > + + 。 

当1 m'τ≤ ≤ 时， 2[1 ( 1) ] ( 1)q i q q nτ+ + < + 。因

此， 2 2[1 ( 1) ] [1 ( 1) ] 1 ( 1)q i q q i q q iτ τ+ + = + + > + + 。 

当 1 2m' mτ+ ≤ ≤ − 时 ， 设 1 ( 1)q i+ + 的

2q -adic 展开为 2
0

m' j
jj

i q
=∑ ，其中 20 1ji q≤ ≤ − ，则 

[ ]
1

2 2

0

1
2( )

0

1 ( 1)

                       (mod( 1) )

m'
j

m j
j

m
j

j
j

q i q i q

i q q n

τ
τ

τ

τ
τ

− −

− +
=

− −
+

=

+ + ≡

+ +

∑

∑
 

设 1 ( 1)mi q b aτ− − = + + ，其中 0 a q≤ ≤ ，则 

[ ]
1

2 2 2 2

0

2
2( )

0

2
2

0

1 ( 1)

                       ( 1)

                        (mod  ( 1) )

m'
m j

m j
j

m
j

j
j

m
j

j

q i q aq i q

i q q b

q q n

τ
τ

τ

τ
τ

− −
−

− +
=

− −
+

=

−

=

+ + ≡ +

+ − +

⋅ +

∑

∑

∑

 

(1)如果 0a = 和 0b = ，则 

1 2
2 2 2( )

0 0

2

[1 ( 1) ]

                   1 ( 1)  

m' m
j j

m j j
j j

q i q i q i q

q q i

τ τ
τ τ

τ

τ

− − − −
+

− +
= =

+ + = +

≥ > + +

∑ ∑
 

(2)如果 1a ≥ ，则 
1

2 2 2 2

0

2 2
2( ) 2

0 0

1

[1 ( 1) ]

                      ( 1)

                  1 1 ( 1)

m'
m j

m j
j

m m
j j

j
j j

m

q i q aq i q

i q q b q

q q i

τ
τ

τ

τ
τ

− −
−

− +
=

− − −
+

= =

+

+ + = +

+ − +

> + > + +

∑

∑ ∑  

(3)如果 0a = 和 0b > ，分如下两种情况进行讨

论 。 如 果 0 1 2 ( 1) ,mi i i q bτ− −= = = = +   
12 2

0
[1 ( 1) ] ( +1) + ( +1)

m j
m jj

q i q q n i q q b
ττ

τ
′− −

− +=
+ + = −∑

1 2
0

j
j

q
τ−

=
⋅∑ 从而推出 2[1 ( 1) ] 1 ( 1)q i q q iτ+ + > + + 。如

果存在v 使得 ( 1)vi q b≠ + ，并设κ是这样的整数中

的最大值。当 ( 1)i q bκ < + ，则 
1

2 2

0

2( ) 2

0 0

2

[1 ( 1) ] ( 1)

                      ( 1)

                  1 1 ( 1)

m'
j

m j
j

j j
j

j j

q i q q n i q

i q q b q

q q i

τ
τ

τ

κ τ κ
τ

τ

− −

− +
=

+
+

= =

+ + = + +

+ − +

> + > + +

∑

∑ ∑

 

即， 2[1 ( 1) ] 1 ( 1)q i q q iτ+ + > + + 。当 ( 1)i q bκ > + , 

1
2 2 2( )

0 0

2 2

0

1

[1 ( 1) ]

                      ( 1)

                   1 ( 1)

m'
j j

m j j
j j

j

j

m

q i q i q i q

q b q q

q q i

τ κ
τ τ

τ

τ κ
τ

− −
+

− +
= =

+

=

+

+ + = +

− + ≥

≥ > + +

∑ ∑

∑  

当 1mτ = − 时，证明与 1 2m' mτ+ ≤ ≤ − 类

似，故略去。综上所述，对任意整数1 1mτ≤ ≤ − ,           
2[1 ( 1) ] 1 ( 1)q i q q iτ+ + > + + 。               证毕 

引理 6  设 3m ≥ 为奇数。如果 22
1

mq q
q

δ
−

≤ ≤
−

 

1+ ，则 λ -常循环 BCH 码Cδ 的维数 ( )dim Cδ =  

( )22 ( 1)n m q qδ δ −⎢ ⎥− − − − −⎢ ⎥⎣ ⎦ 。 

证明  记 2={ : 0 2, 1(mod )}i i i q qΛ δ≤ ≤ − ≡/ − ，

由引理 5 得，当 i Λ∈ ,1 ( 1)q i+ + 都是陪集首。所以

1 ( 1)q ii
Z mδ Λ

Λ+ +∈
= =∑ 。 因 为 ， 2Λ δ= −  

2( 1)q qδ −⎢ ⎥− − −⎢ ⎥⎣ ⎦ 。 由 式 (2) 推 出 ， ( )dim C nδ =  

( )22 ( 1)m q qδ δ −⎢ ⎥− − − − −⎢ ⎥⎣ ⎦ 。                证毕 

由引理 1，引理 3 和引理 6，可以构造如下参数

的量子码。 
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定理 1  设 3m ≥ 为奇数且 22 1
1

mq q
q

δ
−

≤ ≤ +
−

，

则存在参数为 [[ , , ]]qn k δ≥ 的量子码，其中， 

( )22 2 ( 1)k n m q qδ δ −⎢ ⎥= − − − − −⎢ ⎥⎣ ⎦  

    下面将定理 1 中构造的量子码与文献[3]和文献

[4]中的量子 BCH 进行比较，发现定理 1 中的量子

码有较好的参数。 

例 1  设 3m ≥ 为奇数且 22 1
1

mq q
q

δ
−

≤ ≤ +
−

。设

2
0 11 qδ δ δ− = + ，其中 2

10 1qδ≤ ≤ − 。由文献 [3]

和文献[4]知，存在参数为 

( )2
0 1,  2 1 ,

q
n n m qδ δ δ⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤− − + ≥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦

       (3) 

的量子 BCH 码。由定理 1，存在参数为 

( )2
0 1, 2 1 2 ,  

q
n n m q mδ δ θ δ⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤− − + + ≥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦

    (4) 

的量子码，如果 1 qδ ≥ , 1θ = ；如果 1 qδ < , 0θ = 。

比较式(3)和式(4)，发现在相同设计距离下，定理 1
构造的量子码比量子 BCH 码具有更大的维数。 

引理 7  设 2m ≥ 为偶数。如果
1

20
1

mq q
i

q

+ −
≤ ≤

−
 

1− 且 ( )21 modi q q≡/ − ，当 1 1
2
m

mτ+ ≤ ≤ − 时， 

2[1 ( 1) ] 1 ( 1)q i q q iτ+ + > + + 。 
证明  设 /2mγ = , 1 ( 1)q i+ + 的 2q -adic 展开

为 2
0

j
jj

i q
γ

=∑ ，其中 20 1ji q≤ ≤ − 。当 1γ τ+ ≤ ≤  

2m − ， 
2

2 2 2( )

0 0

2 2
1

[1 ( 1) ]

                       (mod( 1) )

m
j j

m j j
j j

m
m

q i q i q i q

i q q n

τ γ τ
τ τ

τ

τ

− − −
+

− +
= =

−
− −

+ + ≡ +

+ +

∑ ∑

 (5) 

设 1  (mod 1)mi a qτ− − ≡ + ，其中 0 a q≤ ≤ 。 

(1)如果 0a > 。由式(5)得 

( )

2 2 2 2

0

2 2
2( ) 2

1
0 0

[1 ( 1) ]

                      +

m j
m j

j

m m
j j

j m
j j

q i q aq i q

i q i a q

τ γ
τ

τ

τ
τ

τ

−
−

− +
=

− − −
+

− −
= =

+ + = +

− −

∑

∑ ∑
 

由此推出， ( )2 2 2 2 2[1 ( +1) ] + 1mq i q q q q aτ τ−+ ≥ − − −  
2 2

2

1
1

mq
q

− −
⋅

−

2 2
2 2

2

1
1 1 ( 1)

1

m
mq

q q q i
q

τ
−

+−
≥ + + > > + +

−
 

(2)如果 0a = 。由式(5)得 
2

2 2 2( )

0 0

2
2

1
0

[1 ( 1) ]

                       (mod( 1) )

m
j j

m j j
j j

m
j

m
j

q i q i q i q

i q q n

τ γ τ
τ τ

τ

τ

− − −
+

− +
= =

−

− −
=

+ + ≡ +

− +

∑ ∑

∑
 

接下来，分如下两种情况进行讨论。 

(a)如果 0 1 1mi i i τ− −= = = ，则 

( )

2 2

0

1
2

1
0

2

[1 ( 1) ] ( 1)

                      ( 1)

                     1 1 ( 1)

j
m j

j

j
m

j

q i q q n i q

i q q n

q q i

τ γ
τ

τ

τ

τ

τ

−

− +
=

−

− −
=

+ + = + +

− ≥ +

− − > + +

∑

∑  

(b)如果存在 2j m τ≤ − − 使得 1j mi i τ− −≠ ，并

设v 是这样的整数中的最大值。当 1v mi i τ− −< ， 

2 2

0

2( ) 2
1

0 0

2

[1 ( 1) ] ( 1)

                      

                   1 1 ( 1)

j
m j

j

v v
j j

j m
j j

q i q q n i q

i q i q

q q i

τ γ
τ

τ

τ
τ

τ

τ

−

− +
=

+
+

− −
= =

+ + = + +

+ −

≥ + > + +

∑

∑ ∑  

当 1v mi i τ− −> ， 由 于 2 1vi q≤ − ， 所 以 1mi τ− − ≤  

( 1)( 2)q q+ − 。此时， 

2 2 2( )

0 0

2( )
2

1
0

[1 ( 1) ]

1
                      1

1

v
j j

m j j
j j

vv
j

m
j

q i q i q i q

q
i q

q

τ γ
τ τ

τ

ττ

τ

−
+

− +
= =

++

− −
=

+ + = +

−
− ≥ +

−

∑ ∑

∑
 

由此推出 2[1 ( 1) ] 1 ( 1)q i q q iτ+ + > + + 。 

当 1mτ = − 时，证明与 2mτ ≤ − 类似，故略

去。综上所述，结论成立。                 证毕 

引 理 8  设 2m ≥ 为 偶 数 。 如 果 0 i≤ ≤  
1

2 1
1

mq q
q

+ −
−

−
且 21(mod )i q q≡/ − ，有如下结论成立。 

(1)如果q 为奇数，则 

1 ( 1)

1
,   

2 2( 1)

,    

m

q i

m q
i

q

m
+ +

⎧ −⎪⎪ =⎪⎪ += ⎨⎪⎪⎪⎪⎩ 其它

 

且1 ( 1)q i+ + 不是陪集首当且仅当 

2

( 1) 1
: 2

1 2

mb q q
i b q

q

⎧ ⎫⎪ − + ⎪⎪ ⎪∈ ≤ ≤ −⎨ ⎬⎪ ⎪− ⎪⎭⎪⎩
 

(2) 如果 q 为偶数，则 1 ( 1)q i m+ + = 且 1+  

( 1)q i+ 不是陪集首当且仅当 

2

( 1)
: 2

1 2

mb q q
i b q

q

⎧ ⎫−⎪ ⎪⎪ ⎪∈ ≤ ≤ −⎨ ⎬⎪ ⎪−⎪ ⎪⎩ ⎭
 

证明  当 2m = ，则 21 ( 1)q i q+ + < 。因此，

1 ( 1) {1 ( 1) ,1 ( 1)( 1 )}q i q i q q i+ + = + + + + − − 。直接验

证可得结论。设 4m ≥ 为偶数，记 /2mγ = 。当

1 1τ γ≤ ≤ − 时， 2 2[1 ( 1) ] [1 ( 1) ]q i q q i qτ τ+ + = + + >  

1 ( 1)q i+ + 。由引理 7，当 1 1mγ τ+ ≤ ≤ − 时，

2[1 ( 1) ] 1 ( 1)q i q q iτ+ + > + + 。当 τ γ= 时，设 1+  
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( 1)q i+ 的 2q -adic 展开为 2
0

j
jj

i q
γ

=∑ ，其中 0 ji≤  

2 1q≤ − ， 则
12 2( )
0

[1 ( 1) ] j
ji

q i q i i q
γτ γ

γ
− +
=

+ + ≡ +∑  

(mod( 1) )q n⋅ + 。 

当 1iγ = ，由
2

1 ( 1)
m j
j

q i q
=

+ + ≤∑ 推出存在

1κ ≥ 使得 1 2 1 1i i i qκ κ γ+ + −= = = = + 且 i qκ ≤ 。

因此，
12 2( )
0

[1 ( 1) ] j
jj

q i q i i q
γτ γ

γ
− +
=

+ + = +∑ 。如果存

在 1j ≥ 使得 0ji > ，则 2 2[1 ( 1) ] 1mq i q qτ ++ + ≥ + >  

1 ( 1)q i+ + 。如果 1 2 1 0i i iγ−= = = = ，即 1+  

0( 1) mq i i q+ = + ，所以 0 0 (mod 1)i q≡ + 。此时， 
2 1

0[1 ( 1) ] 1 1 1 ( 1)m mq i q i q q q iτ ++ + = + > + > + + 。 

当 0iγ = ，设 1 ( 1)i q b aγ− = + + ，其中 0 a q≤ ≤ ， 

( )

2
2 2 2 2( )

0

2
2

1
0

[1 ( 1) ]

                      (mod( 1) )

m j
j

j

m
j

j

q i q aq i q

i a q q n

γ
τ γ

γ

−
− +

=

−

−
=

+ + ≡ +

− − +

∑

∑
 

如果 1a ≥ ，由于 2
1 1i qγ− ≤ − ，故 2b q≤ − 。因此， 

2

2
2 2 2( )

1
0

2( 1)2
2 2 2

1 2
0

2( 1)

[1 ( 1) ]

  ( )

1
      ( )

1

1
  1 1 ( 1)

1

m j
j

j

mm
j m

j

m

q i q

aq i q i a

q
q q i a

q

q
q i

q

τ

γ
γ

γ

γ

−
− +

−
=

−−
−

−
=

−

+ +

= + − −

−
⋅ ≥ − −

−

−
≥ + > + +

−

∑

∑
 

如果 0a = ，则 
2

2 2
2( ) 2

1
0 0

[1 ( 1) ]

       (mod( 1) )
m

j j
j

j j

q i q

i q i q q n

τ

γ
γ

γ

− −
+

−
= =

+ +

≡ − +∑ ∑
 

接下来，分如下情况进行讨论。 

(1)如果 0 1 1i i iγ−= = = ，则 
1

2 2
1

0

[1 ( 1) ] ( 1) 1 ( 1)j

j

q i q q n i q q i
γ

τ
γ

−

−
=

+ + = + − > + +∑  

(2)如果存在 0 2v γ≤ ≤ − 使得 1vi iγ−≠ ，并设v

是这样的整数中的最大值。如果 1vi iγ−< ， 

( )

( )

2 2( )
1

0

1
2

1
0

2 1

1 2

2 2

[1 ( 1) ] ( 1)

                     ( 1)

1
                     ( 1)

1

                     1 1 ( 1)

v
j

j
j

j m

j

v

m v m

q i q q n i i q

i q q n q

q
i q n

q

q q q i

τ γ
γ

γ

γ

γ

γ

+
−

=

−

−
=

+ +

−

+ +

+ + = + + −

− ≥ + +

−
− ≥ +

−

+ − + > + +

∑

∑

 

如果 1vi iγ−> ，由于 2 1vi q≤ − ，所以， 2
1i qγ− ≤  

2q− − 。则 

( )
1

2 2( ) 2
1 1

0 0

[1 ( 1) ]
v

j j
j

j j

q i q i i q i q
γ

τ γ
γ γ

−
+

− −
= =

+ + = − −∑ ∑  

当 1v ≥ 时， ( )2 2
1[1 ( +1) ] +m m v

vq i q q i i qτ
γ

+
−+ ≥ −  

1
2

1
0

2 1 1 ( 1)
v

j m

j

i q q q i
γ

γ

+ −

−
=

− ≥ + > + +∑ 。 

当 0v = 时，由假设可得， 01 ( 1)q i i+ + =  
2

1 2 1

mq q
i

qγ−
−

+
−

。 

记 ( ) ( )2= 1 1mq qΔ − − ，从而推出， 2[1+( +1) ]q i q τ  

( ) ( )2 2
0 1[1 ( 1) ] 1 1q i q i q iγ Δ−

⎡ ⎤− + + = − − +⎢ ⎥⎣ ⎦ 。 

当 0 1 2i iγ−≥ + 时，则 2
1 1i qγ− < − 。所以，

( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 2 2
0 1 1 11 +1 1 +2 +1q i q i q i q iγ γ γ− − −− − ≥ − −

( )2
12 1 2 0q iγ−= − − > 。 

而 0Δ > ，故 2[1 ( 1) ] [1 ( 1) ]q i q q iτ+ + > + + 。 

当 0 1 1i iγ−= + 时。设 1 ( 1)i q bγ− = + ，因 2
0i q≤  

1− ，所以 0 2b q≤ ≤ − 。此时，( ) ( )2 2
01 1q i q− − +  

1 ( 1)[ 1 2 ]i q q bγ−⋅ = + − − 。 

由此推出，当 ( 1)/2b q< − 时， 2[1 ( 1) ]q i q τ+ + >  

[1 ( 1) ]q i+ + 。 

当 ( 1)/2b q> − 时， 2[1 ( 1) ] [1+( +1) ]q i q q iτ+ + < 。 

    综上所述，我们有如下结论。 

(1)当 ( 1)/2b q< − 时，对任意 1 1mτ≤ ≤ − , 
2[1 ( 1) ] [1 ( 1) ]q i q q iτ+ + > + + 。即，1 ( 1)q i+ + 是陪

集首且 1 ( 1)q i m+ + = 。 

(2)当 ( 1)/2 2q b q− < ≤ − 时，对任意 τ γ≠ , 
2[1 ( 1) ] [1 ( 1) ]q i q q iτ+ + > + + 。 

当 ,τ γ= 2[1 ( 1) ] [1 ( 1) ]q i q q iτ+ + < + + 。 故

1 ( 1)q i+ + 不是陪集首但 1 ( 1)q i m+ + = 。 

(3)注意到 ( 1)/2q − 为整数当且仅当q 为奇数。

当q 为奇数， ( 1)/2b q= − 时，对任意1 1τ γ≤ ≤ − , 
2[1 ( 1) ] [1 ( 1) ]q i q q iτ+ + > + + 。 

当 τ γ= , 2[1 ( 1) ] [1 ( 1) ]q i q q iτ+ + = + + 。所以，1+  

( 1)q i+ 是陪集首且 1 ( 1)q i γ+ + = 。 

综上所述，可以得出结论。             证毕 

引理 9  设 2m ≥ 为偶数且
1

22
1

mq q
q

δ
+ −

≤ ≤
−

 

1+ ，则λ -常循环 BCH 码Cδ 的维数： 
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( )

1
,                       

2
1

dim (2 2 ),  2
2 2

( 2),         1
2

q
n m '

m q
C n m ' q q

m
n m ' q q

δ

δ χ

δ χ χ

δ χ

⎧ ⎢ − ⎥⎪⎪ − < ⎢ ⎥⎪⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎪⎪⎪ ⎢ − ⎥⎪= − + + − ≤ ≤ −⎢ ⎥⎨⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎪⎪⎪⎪ − + − = −⎪⎪⎪⎩

 

其中， 2

1
2

q
'

q
δ

δ δ
⎢ ⎥− −⎢ ⎥= − − ⎢ ⎥⎣ ⎦

,
( )2( 2) 1

1m

q

q

δ
χ

⎢ ⎥− −⎢ ⎥= ⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦
。 

证明  记 ( ){ }2= : 0 2, 1 modi i i q qΛ δ≤ ≤ − ≡/ − 。

设q 为奇数，当
1

2
q

χ
−

< ，则
1

2
2( 1)

mq
q

δ
−

− <
+

。由引

理 8 得， 1 ( 1)q ii
Z m 'δ Λ

δ+ +∈
= =∑ 。由式(2)推出

( )dim C n m 'δ δ= − 。当( 1)/2 1q qχ− ≤ < − 时，记

Θ = 2

( 1) 1
: 2

1 2

mb q q
b q

q
Λ

⎧ ⎫⎪ − + ⎪⎪ ⎪≤ ≤ − ∩⎨ ⎬⎪ ⎪− ⎪⎭⎪⎩
，注意到 0i =  

1
2( 1)

mq
q
−
+

Zδ∈ ，由引理 8 可得 

1 ( 1) 1 ( 1)

    /2

q i q i
i i

Z

m ' m m

δ
Λ Θ

δ Θ

+ + + +
∈ ∈

= −

= − −

∑ ∑
 

此时，
1

2
q

Θ χ
−

= − ，故 ( )= 2 2
2
m

Z m ' qδ δ χ− + − 。

由式(2)推出， ( ) ( )dim 2 2
2
m

C n m ' qδ δ χ= − + + − 。 

当q 为偶数，证明与q 为奇数类似，略去。证毕 

由引理 1，引理 3 和引理 9，通过厄米特构造，

我们可以得到如下参数的量子码。 

定 理 2  设 2m ≥ 为 偶 数 且 2 δ≤ ≤  

1

2 1
1

mq q
q

+ −
+

−
。设

( )2( 2) 1

1m

q

q

δ
χ

⎢ ⎥− −⎢ ⎥= ⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦
和 2'δ δ= −  

2

1q
q

δ⎢ ⎥− −⎢ ⎥− ⎢ ⎥⎣ ⎦
。则存在参数为 [ ][ , , ]

q
n k δ≥ 的量子码，

其中， 

1
2 ,                       

2
1

2 (2 2 ),  2
2

2 ( 2),         1

q
n m '

q
k n m ' m q q

n m ' m q q

δ χ

δ χ χ

δ χ

⎧ ⎢ − ⎥⎪⎪ − < ⎢ ⎥⎪⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎪⎪⎪ ⎢ − ⎥⎪= − + + − ≤ ≤ −⎢ ⎥⎨⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎪⎪⎪ − + − = −⎪⎪⎪⎪⎩

 

下面将定理 2 中构造的量子码与文献[3]和文献

[4]中的量子 BCH 码进行比较。设
2

2

1
1

mq
n

q
−

=
−

，其

中 q 为奇素数的方幂， 2m ≥ 为偶数。设 2 δ≤ ≤  
1

2 1

mq q
q

+ −
−

, 2
0 11 qδ δ δ− = + ，其中 2

10 qδ≤ < 。定义： 

1

1

1,   

0,  0

q

q

δ
ε

δ

⎧ ≥⎪⎪⎪= ⎨⎪ ≤ <⎪⎪⎩

 

 
 

由文献[3]和文献[4]，存在参数为 

( )2
0 1, 2 1 ,  

q
n n m qδ δ δ⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤− − + ≥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦

      (6) 

的量子 BCH 码。 

当
1

2 1
2( 1)

mq
q

δ
−

≤ ≤ +
+

时，由定理 2，存在参数

为 

( )2
0 1, 2 1 2 ,

q
n n m q mδ δ ε δ⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤− − + + ≥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦

    (7) 

的量子码。 

当
1

2

1
1

2( 1) 1

m mq q q
q q

δ
+− −

+ ≤ ≤
+ −

时，由定理 2，存

在参数为 

( )

( )

2
0 1, 2 1

     2 2 2 ,  
q

n n m q

m q

δ δ

ε χ δ

⎡ ⎡ ⎡ ⎤− − +⎢⎢ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣⎣
⎤⎤+ + + − ≥ ⎥⎥⎦⎦

      (8) 

的量子码，其中
( )2( 2) 1

1m

q

q

δ
χ

⎢ ⎥− −⎢ ⎥= ⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦
。 

分别比较式(6)和式(7)，式(6)和式(8)中的量子

码，发现在相同设计距离时，定理 2 构造的量子码

的维数比文献[3]和文献[4]中的量子 BCH 码的维数

大。特别地，定理 2 改进了对偶包含码的最大设计

距离。下面，给出一个具体的例子阐述我们的构造。 
例 2  设 3q = , 4m = 且 13δ = 。由文献[3]和

文献[4]，得到参数为 3[[820,732, 13]]≥ 的量子 BCH
码。由定理 2，利用常循环 BCH 码，得到参数为 [[820,  

3744, 13]]≥ 的量子码。因此，本文构造的量子码具有

较好的参数。 

4  结束语 

本文研究了 ( )2GF q 上一类常循环码，给出这类 

常循环码是厄米特对偶包含码的一个充分必要条

件。通过分析分圆陪集的结构，得到这类常循环对

偶包含码的维数。利用厄米特构造，得到了一类量

子码。与文献[3]和文献[4]中的量子 BCH 码比较，

在相同设计距离下，这类常循环码构造的量子码具

有更好的参数。 
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