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低复杂度的可变分数时延滤波器设计 
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(天津大学电气自动化与信息工程学院  天津  300072) 

摘  要：为实现低复杂度、高精度的可变分数时延滤波器设计，该文提出一种截止频率可控的高效设计法。该方法

将全相位滤波器的解析设计与三次样条插值和泰勒级数展开相结合，既可以通过设置时延参数精确地调整滤波器的

分数时延，又可以通过设置截止频率参数快速配置 Farrow 结构中各子滤波器的抽头系数，从而灵活地调整滤波器

的截止频率。仿真实验表明，所提方法适用于设计具有中、低截止频率的可变分数时延滤波器，其设计复杂度相比

于现有的加权最小二乘设计法低 1 个数量级。 
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Low-complexity Design of Variable Fractional Delay Filters 

HUANG Xiangdong    XU Jingwen    ZHANG Bo    MA Xin 
 (School of Electrical and Information Engineering, Tianjin University, Tianjin 300072, China) 

Abstract: In order to design variable fractional delay filters with low complexity and high accuracy, an efficient 

design method with controllable cut-off frequency is proposed, which integrates the analytic all-phase filter design, 

the cubic spline interpolation and Taylor series expansion. In the proposed design, not only the time delay of the 

filter can be precisely adjusted by setting the delay parameter, but also the tap coefficients of each subfilter in the 

Farrow structure can be rapidly configured via setting the cut-off frequency parameter, thus the cut-off frequency 

of the filter can be adjusted flexibly. Numerical simulations show that, the proposed method is especially suitable 

to design variable fractional delay filters with low or middle cut-off frequencies, and its computation complexity is 

one order of magnitude lower than that of the existing Weighted Least Squares (WLS) design. 

Key words: Variable Fractional Delay (VFD) filter; Closed-form design; Cubic spline interpolation; Controllable 

cut-off frequency 

1  引言  

可变分数时延 (Variable Fractional Delay, 
VFD)数字滤波器广泛应用于采样率转换[1]、时延估

计[2]、梳状滤波器设计[3]、离散时间信号插值[4]、图

像插值[5]与雷达波束形成[6]等场合。文献[7]提出一种

用于 VFD 滤波器设计的 Farrow 结构，该结构由多

个直接型有限冲激响应(Finite Impulse Response, 
FIR)子滤波器组成，只需用不同幂次方的时延参数

对这些 FIR 滤波器做线性组合即可灵活调节滤波器

的群时延，因而 20 多年来，Farrow 结构成为 VFD
滤波器的主流框架 [8 14]− 。相应地，VFD 滤波器的设

计，实际上就是对 Farrow 结构多个子滤波器的系数
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进行配置的问题。实际应用中，总是期望该系数配

置以高效、解析的方式实现，然而现有的两种主流

方法 ( 极小极大方法 [9 11]− 与加权最小二乘法

(Weighted Least Squares, WLS) [12 14]− )很难满足这

个需求。 
极小极大方法(Minimax)通过最小化滤波器的

当前传输特性与期望传输特性之间的最大幅度误差

来获得滤波器系数。文献[9]指出，该方法要求对所

有子滤波器的系数分别优化，并且每次优化都涉及

多次迭代更新，因此运算复杂度很高，相较于优化

设计方法，解析设计法更受欢迎。 
与极小极大方法不同，WLS 方法通过求解线性

方程获得滤波器系数[14]，因此该方法是一种解析设

计方法。然而，该线性方程的求解包含矩阵求逆，

有必要提出一种低复杂度的 VFD 滤波器解析设计

法。故本文将全相位滤波器解析设计、三次样条插

值和泰勒级数展开做有机结合，推导出 Farrow 结构
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子滤波器的解析配置公式，实现了低复杂度 VFD 滤

波器的高效、解析设计。 

2  Farrow 滤波结构 

对于以 Farrow 结构作为框架的 VFD 滤波器，

其传输函数可表示为[7] 

( , ) ( )
N

n
n

n N

H z p h p z−

=−

= ∑           (1) 

其中，分数 p( [ ]0.5,0.5p ∈ − )是用于调节群时延的参

数，而 ( )nh p 可进一步表示为关于 p 的多项式： 

0

( ) ( , )
M

m
n

m

h p a n m p
=

= ∑           (2) 

联立式(1)，式(2)，有 

0 0

( , ) ( , ) ( )
M N M

n m m
m

m n N m

H z p a n m z p G z p−

= =− =

⎡ ⎤
⎢ ⎥= =⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑ ∑  (3) 

因此， ( , )H z p 可由图 1 所示的 Farrow 结构实现。相

应地，VFD 滤波器的设计，即转化为图 1 中子滤波

器系数 ( , )a n m 的合理配置问题。 

 

图 1 可变分数时延滤波器的 Farrow 结构 

3  VFD 滤波器的解析设计 

本文提出的 VFD 滤波器设计包含 3 个部分(即
全相位滤波器设计、三次样条插值和泰勒级数展

开)，这 3 部分设计都可解析实现，故本文方法计算

复杂度低。 
3.1 全相位滤波器的解析设计 

文献[15]指出：给定满足 ( )H k = ( )H N k− 的频

率采样向量H ，及由常用窗 ( )f n (关于窗函数的选

择对滤波器性能的影响详见文献[16])和翻转的矩形

窗卷积得到的非零元素取值在n ∈ [ 1, 1]N N− + − 的

单窗卷积窗 c( )w n ，即 

c( ) ( ) ( )Nw n f n R n= ∗ −            (4) 

其中，∗表示卷积操作。只需将H 定义域延拓后的

IDFT 结果 ( )h n 与 c( )w n 相乘，便可得到全相位滤波

器系数 g(n)。 

c( ) ( ) ( ),  [ 1, 1]g n h n w n n N N= ∈ − + −      (5) 

将式(5)的 ( )g n 除以因子
1

0
( )

N

n
C f n

−

=
= ∑ ，即可得到 

归一化传输曲线[17,18]。对于低通滤波器设计，若频

率向量设定如式(6)形式[16]： 

2 1 1

1, ,1  0, , 0  1, ,1
K N K K− + −

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

H         (6) 

则全相位 FIR 滤波器系数 ( )g n 可解析表示为 
[ ]

( )
c sin (2 1) /( )

,
sin /

( )             [ 1, 1] [1, 1] 

2 1
,   0

n K Nw n

N n N

g n n N N

K
n

N

⎧ − π⎪⎪⎪⎪ π⎪⎪⎪⎪= ∈ − + − −⎨⎪⎪⎪ −⎪⎪ =⎪⎪⎪⎩

∪  (7) 

文献[16]中证明，滤波器 ( )g n 的传输特性 (j )G ω
可通过对频率向量H 做内插得到，并且其内插函数

恰好是归一化卷积窗 c( )w n 的傅里叶频谱 c(j )W ω ，

因此 (j )G ω 等于 

( )
1

c
0

(j ) ( ) j 2 /
N

k

G H k W k Nω ω
−

=

⎡ ⎤= − π⎣ ⎦∑      (8) 

且传输曲线 (j )G ω 恰好通过H 中的 N 个频率采样

点，令 2 /NωΔ = π ，从而有 

( )j ( ),  0,1, , 1G k H k k NωΔ = = −     (9) 

设定 10,  3N K= = , c( )w n 为汉宁单窗，将这些

参数代入式(7)即可得到全相位滤波器 g(n)，其幅度

曲线如图 2 所示。 

从图 2 可看出，由于 (j )G ω 通过所有的频率设置

点，故其在过渡带 [ 1, ]K Kω ω∈ − Δ 上近似为直线，

从而 3 dB 截止频率 cutω 近似满足 

cut 2
2

K ω ω
ω

Δ −
≈

Δ
           (10) 

反之，若给定参数N与截止频率 cutω (在实际应用中，

可借助频率估计器获得[19])，则参数 K 可以表示为 

cut 2
2 2

N
K

ω⎡ ⎤
⎢ ⎥= +⎢ ⎥π⎣ ⎦

          (11) 

这里 [ ]⋅ 表示四舍五入为整数。 

 

图 2 全相位滤波器的传输曲线(N=10, K=3) 
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文献[16]指出， (j )G ω 具有零相位特性，结合定

义域 [ 1, 1]n N N∈ − + − ，故式(7)中全相位滤波器

( )g n 的群时延恒等于 0。为获得分数时延，需要将

离散定义域 [ 1, 1]n N N∈ − + − 延拓为连续定义域

[ 1, 1]t N N∈ − + − ，对 ( )g n 施加插值措施即可实现

这个扩展。   
3.2 基于三次样条插值的定义域延拓 

对 ( )g n 做定义域延拓的可选择的插值算法很

多，出于降低计算复杂度和节省硬件资源的考虑，

本文引入三次样条插值 ( 3)M = 对全相位滤波器系

数 ( )g n 做定义域延拓。 
对于 2 1N − 个全相位滤波器系数 ( 1), ,g N− +  

( 1)g N − ，存在2 2N − 个单位区间 [ , 1],t n n n∈ + =  
1, 2, , 2N N N− + − + − 。故将取值离散的 g(n)插

值延拓为取值连续的函数 g(t)后，该连续函数可表

示为2 2N − 个分段函数 ( )ng t 的逼近，即 

1

2

0

2

( ),  [ 1, 2]

( ),  [ 2, 3]

              

( ) ( ),       [0,1)

              

( ),   [ 2, 1]

0,           
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g t t N N

− +

− +

−

⎧⎪ ∈ − + − +⎪⎪⎪⎪ ∈ − + − +⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪≈ ∈⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ∈ − −⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩ 其它

    (12) 

其中， ( )ng t 是如式(13)所示的三次多项式。 
2 3
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 (13) 

根据三次样条插值的定义[20]，式(13)中的 4 个参数

可分别计算如式(14)： 
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    (14) 

其中， 1, '' ''
n ng g + 分别为在 n 和 n+1 两个位置算出的

数值二阶导数。 

3.3 Farrow 结构的子滤波器系数配置 

为得到图 1 所示的 Farrow 结构子滤波器系数

a(n,m)，需对连续函数 ( )g t 进行泰勒级数展开。具

体而言，除去 1t N= − + 和 1t N= − 这两个边界

点，泰勒展开的固定点可选为剩下的2 3N − 个全相

位滤波器离散取值点 , [ 2, 2]t n n N N= ∈ − + − 。不失

一般性，令 t n p= + ，分为两种情况进行讨论。 

(1)情况 1： 0 0.5p≤ ≤ ，该情况下， t 落在区

间 [ , 1)n n + 内，因此 ( )g t 可以被 ( )ng t 的泰勒系数展

开式逼近 
(1)

(2) (3)
2 3

( )
( ) ( ) ( )

1!

( ) ( )
         

2! 3!

n
n n

n n

g n
g t g n p g n p

g n g n
p p

≈ + = +

+ +      (15) 

结合式(2)与式(15)，可推导出 Farrow 结构的子滤波

器系数 ( , )a n m 具有如式(16)形式 
( )( )

( , ) ,  0,1,2, 3
!

m
ng n

a n m m
m

= =       (16) 

根据式(13)，式(16)中的各阶导数可表示为 

(1) 2
,1 ,2 ,3

(2)
,2 ,3

(3)
,3

( ) ( )

( ) 2 3
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n n n n
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g n b b n

g n b
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      (17) 

进一步结合式(16)与式(17)，我们可归纳得到子滤波

器系数的统一公式为 
3

,
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3 2

,
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,  1,2, 3
!

                [ 2, 2]

i
n i
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∈ − + −

∑

∑ ∏

 (18) 

(2)情况 2： 0.5 0p− ≤ < ，该情况下，t 落在区

间 [ 1, )n n− 内，因此 ( )g t 可以被 1( )ng t− 的泰勒系数展

开式逼近 
(1)

1
1 1

(2) (3)
2 31 1

( )
( ) ( ) ( )

1!

( ) ( )
        

2! 3!

n
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n n
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−
− −

− −

≈ + = +

+ +    (19) 

经过类似于情况 1( 0 0.5p≤ ≤ )的推导，该情况的子

滤波器系数的统一公式可以被归纳为 
3
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3 2
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3

,                     0

( , ) ,
(3 )

,  1,2, 3
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i
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−
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⎧⎪⎪ =⎪⎪⎪⎪⎪= ⎨⎪ −⎪⎪⎪⎪ =⎪⎪⎩
∈ − + −

∑

∑ ∏

(20) 

3.4 3 步解析设计及复杂度分析 

总结以上 3 部分，本文提出的 VFD 滤波器可归

纳为表 1 中的 3 个步骤。 
分别对 3个步骤所耗费的计算复杂度(主要是乘

法计算量)定量分析如下： 
对于步骤 1，考虑到全相位滤波器 ( )g n 具有对 
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表 1  3 步解析设计流程 

输入参数：分数时延 p、采样点个数 N、截止频率 cutω 和归一 

化卷积窗 c( )w n 。 

步骤 1  根据解析式(7)，结合式(11)生成全相位滤波器 ( ),g n  

1 1N n N− + ≤ ≤ − 。 

步骤 2  将 g(n)代入解析式(14)，算出各分段函数的样条系数 

, ( 1 1, 0 3)n mb N n N m− + ≤ ≤ − ≤ ≤ 。 

步骤 3  根据 p 值的不同情况，将 ,n mb 代入泰勒解析式(18)      

            或者式 ( 2 0 )中，求得 Far r ow 结构的子滤波器 

系数 ( , ), 2 2, 0 3a n m N n N m− + ≤ ≤ − ≤ ≤ 。 

  
称性(即 ( ) ( )g n g n= − )，从解析式(7)可得出：计算

2 1N − 个全相位滤波器 ( )g n 总共耗费的乘法次数为

1 3( 1) 1 3 2M N N= − + = − 。对于步骤 2，因为全相

位滤波器 ( )g n 的长度为2 1N − ，所以消耗的乘法数

为 2 2
2 (2 1) 4 4 1M N N N= − = − + 。对于步骤 3，由

于n 存在2 3N − 种取值的可能所以消耗的乘法数为

3 14(2 3)M N= − 。 
综上所述，本文提出的 VFD 滤波器系数配置方

法共消耗 2
1 2 3 4 27 43M M M N N+ + = + − 次乘法

(即乘法计算量 2N∝ )。比较而言，对于文献[12-14]
所提出的 WLS 设计，尽管这些文献中没有对其系

数配置复杂度做定量分析，但调研发现这些文献的

系数配置都需求解线性方程 =Aa b ，其中A是通过

WLS 优化准则得到N N× 的矩阵，其矩阵求逆操作
1−A 所消耗的乘法计算量 3N∝ 。因而本文设计的计

算复杂度远低于 WLS 优化法。 

4  性能分析 

4.1 VFD 滤波器与全相位滤波器的关系 
众所周知，三次样条插值能够保证在任何相邻

区间内曲线连续。故在区间 [ 1, )t n n∈ − 和 [ ,t n∈  
1)n + 的连接点 t n= 处，插值多项式 ( )ng t , 1( )ng t−

应满足 

1 1( ) | ( ) | ( ) ( ) ( )n t n n t n n ng t g t g n g n g n= − = −= ⇒ = =  (21) 

结合式(21)与式(15)，式(19)可知，截掉两个边界系

数 ( 1), ( 1)g N g N− + − ，全相位滤波器 ( )g n 即对应 
图 1 中 Farrow 结构的子滤波器 0( )G z 。 

用 ( )g n 表示本方法设计出的 VFD 滤波器，从前 
述的定义域拓展可推知： ( )g n 与 ( )g n 都可通过对连

续冲激响应 ( )g t 做等间隔采样得到，它们的采样点

分别是 t n= 与 t n p= + (如图 3 所示)，由此可得 
( ) ( ),   0.5 0.5g n g n p p≈ − − ≤ ≤      (22) 

因此，VFD 滤波器 ( )g n 近似为全相位滤波器 ( )g n 分

数时延后的版本。 
4.2 截止频率和群时延的可变性 

根据傅里叶变换性质，从式(22)可推知 ( )g n , 
( )g n 的传输特性 (j )G ω , (j )G ω 应满足 

j(j ) e (j )pG Gωω ω−≈           (23) 

因此，理论上 (j )G ω 是 (j )G ω 相移后的版本，两者的

幅度传输特性是一致的。 
从式(23)中可推知，在通带内， (j )G ω , (j )G ω 的

相位特性 ( )ϕ ω , ( )ϕ ω 应满足 

[ ]c( ) ( ),  0,pϕ ω ω ϕ ω ω ω≈ − + ∈       (24) 

因此，它们的群时延 ( )τ ω 与 ( )τ ω (为 ( )ϕ ω 与 ( )ϕ ω 的

导数)满足 
d ( )

( ) ( )
d

p
ϕ ω

τ ω τ ω
ω

≈ − = −        (25) 

如 3.1 节所述，全相位滤波器的群时延 ( )τ ω 等于 0，
因此可得到 

[ ]c( ) ,  0,pτ ω ω ω≈ ∈           (26) 

故而 (j )G ω 的群时延可通过参数 p 灵活调节。 

5  仿真实验 

5.1 幅频响应仿真 
令输入参数 c0.3, 10, 0.5p N ω= = = π (由式(11)

可算得 3K = )， c( )w n 为汉宁单窗卷积窗。图 4 给

出了本文方法设计的 VFD 滤波器的幅度传输曲 
线 (j )G ω 以及原全相位滤波器的幅频曲线 (j )G ω 。

从图 4 可看出， (j )G ω 与 (j )G ω 几乎是重叠的

( (j )G ω 仅轻微地偏离频率采样点，该小偏离由 4.1 

节提及的边界截断引起)，这验证了 4.2 节得出的两

者幅度响应一致的结论，从而保证了群时延的理论

特性。 

 
图 3  3 种冲激响应的关系              图 4 原全相位滤波器和本文 VFD 滤波器的传输曲线 
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5.2 相频响应仿真 
令输入参数 cut0.3, 10, 0.6p N ω= = = π , c( )w n

为汉宁单窗卷积窗。图 5 给出了 VFD 滤波器的群时

延曲线与理想群时延曲线 ( ) pτ ω ω= − 。可以看出，

实际群时延曲线与理想曲线在通带几乎完全重合。

从而验证了 4.2 节中的式(26)的正确性。 
5.3 不同截止频率 cutω 下和不同群时延参数 p 的群

时延误差变化 
表 2 给出了截止频率 cutω 取为单调递增的 6 个

值所对应的群时延误差 τΔ 的测试数据。 

表 2 不同截止频率 cutω 的群时延误差(p=0.3, N=20) 

cutω  0.4π  0.5π  0.6π 0.7π  0.8π  0.9π

τΔ  0.0010 0.0027 0.0061 0.0131 0.0270 0.0542

 
从表 2可看出，群时延误差随着截止频率 cutω 的

升高而单调增加。特别地，当截止频率 cut 0.7ω > π
时，群时延误差大于 0.015(即相对误差 0.015/0.3>  

100% 5%× = )，这证明了本文方法适用于设计具有

中、低截止频率的可变分数时延滤波器。 
进一步，表 3 给出了截止频率 cutω 固定为 0.5π，

群时延参数 p取为单调递增的 7 个值所对应的群时

延误差 τΔ 的测试数据。 
从表 3 可看出，群时延误差普遍很小，最高值

仅为 0.0027(所对应的相对误差仅为 0.0027/0.2  
100% 1.35%× = )。究其原因，是因为截止频率

cut 0.5ω = π处于本设计所允许的中、低频范围内，

其对应的连续冲激响应 ( )g t 比较平缓，适合于三次

样条插值做逼近。   
5.4 本设计与解析 WLS 设计的比较 

本节对两种解析设计(本文设计与WLS设计[14])
的群时延误差进行比较。给定相同的时延参数p=0.3
和频率采样整数 18N = ，与 WLS 方法不同(其每个

子滤波器耗费 2 1 35N − = 个抽头系数)，本文方法

仅耗费2 3 33N − = 个抽头系数；另外，由于采用了

3 次样条插值( 3)M = ，本文方法子滤波器个数恒为

4，而WLS设计则需考虑不同的M值情况进行测试。

其群时延测试误差如表 4 所示。 
从表 4 中可总结出如下规律： 
(1)各种截止频率情况下，本文方法的群时延误

差均很小(处于 210− 级)，相比较而言，本文方法更

适合于具有低、中截止频率(如 cut 0.3ω = π , cutω =  
0.5π )的 VFD 滤波器设计。 

(2)WLS 方法仅仅在截止频率为高频值 (如

cut 0.9ω = π )时具有较小的群时延误差，仅适合于截

止频率为高频值的 VFD 滤波器设计。 
与此相比，如前所述，本文方法的第 1 路子滤

波器 0( )G z 为全相位滤波器，而不是单位脉冲响应滤

波器，故完全不受此限制。 
5.5 算法运行时间比较 

本仿真实验在 Windows 8 和 MatlaR2013b 上

运行，CPU 主频 3.2 GHz，内存 8 GB。设定 0.3p = , 

cut 0.7ω = π , WLS 设计的 4M = ，将本文设计与

WLS 设计在不同滤波器阶数( 8,9, ,31)N = 情况下

的算法运行时间进行比较，结果如图 6 所示。 
从图 6 中可看出，WLS 方法耗费的时间随着滤

波器阶数变大明显增加(从 8.03 s 升至 48.16 s)，而

本文方法的运行时间曲线直观上几乎保持不变，大

致都等于 4.80 s。这是因为，表 1 所列出的本文方

法的设计步骤仅仅包含 4 个解析式的简单计算，完

全没有涉及矩阵求逆操作；而 WLS 方法包含矩阵

求逆运算，且求逆矩阵的尺寸随 N 值增大而变大，

故其计算复杂度远远高于本文方法。 

6  结论 

本文提出一种低复杂度的可变分数时延滤波器

解析设计方法，该方法将全相位滤波器的设计、三

次样条插值与泰勒系数展开进行了有机的综合，实 

表 3 不同截止频率 cω 的群时延误差( cut 0.5ω = π , N=20) 

p -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 

τΔ  0.0027 0.0017 0.0000 0.0017 0.0027 0.0027 0.0016 

表 4 两方法的群时延误差(p=0.3, N=18) 

cut 0.3ω = π  cut 0.5ω = π  cut 0.9ω = π  

本文算法(M=3) M  WLS 本文算法(M=3) M  WLS 本文算法(M=3) M  WLS 

0.0005 

2  2.1833 

4  0.9023 

6  0.6538 

8  2.2082 

0.0010 

2  0.2130 

4  0.2997 

6  0.3798 

8  0.5242 

0.0212 

2  0.0125 

4  0.0001 

6  0.0000 

8  0.0000 
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图 5  VFD 滤波器的群时延曲线                 图 6 两种设计在不同滤波器阶数时的运行时间 

现了 Farrow 结构抽头系数的快速配置。理论分析和

仿真实验都已证明，本文方法兼顾了低复杂度、高

灵活性(在调节群时延和截止频率两个性能方面)和
高精度，故本设计在采样频率转换、时延估计及雷

达系统的波束形成等领域有较大的应用前景。 
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