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改进的双约束稳健 Capon 波束形成算法 
                      李立欣

*    白童童    张会生    包  涛    申礼斌 
(西北工业大学电子信息学院  西安  710129) 

摘  要：传统双约束稳健Capon波束形成算法采用牛顿迭代法求解最优加载量，存在计算精度低且运算量大的问题。

该文提出一种改进的双约束稳健Capon波束形成(DCRCB)算法，该算法对信号协方差矩阵进行重构，基于期望信

号导向矢量在噪声子空间的投影最优，将重构后的干扰加噪声协方差矩阵投影到噪声子空间，得到基于噪声子空间

的双约束算法模型。该算法中通过模约束的辅助约束作用，将改进的双约束算法模型转化为单约束问题，最终解得

最优对角加载量的解析表达式。仿真结果表明改进算法能通过调整主瓣宽度优化波束旁瓣，有效提高了抗矢量偏差

的鲁棒性，同时降低了运算量。 

关键词：自适应波束形成；双约束 Capon 波束形成；信号协方差矩阵重构；噪声子空间 

中图分类号： TN911.7               文献标识码： A                文章编号：1009-5896(2016)08-2014-06 

DOI: 10.11999/JEIT151213 

Improved Double Constraint Robust Capon Beamforming Algorithm 

          LI Lixin    BAI Tongtong    ZHANG Huisheng    BAO Tao    SHEN Libin  

(School of Electronics and Information, Northwestern Polytechnical University, Xi
,
an 710129, China) 

Abstract: Traditional double constraint robust Capon beamforming algorithm uses Newton iterative method for 

solving the optimal loading, presenting the problems of low accuracy and large amount of computation. An 

improved Double Constraint Robust Capon Beamforming (DCRCB) algorithm is proposed in this paper. The 

algorithm reconstructs the signal convariance matrix, and by optimizing the projection of signal steering vector 

onto the noise subspace, it projects the reconstructed interference-plus-noise convariance matrix onto the noise 

subspace, obtaining the double constraint algorithm model based on the noise subspace. For the norm constraint is 

accessorial, the algorithm model can be converted into a single constraint issue and be solved into an analytical 

expression of optimal diagonal loading finally. Simulation results show that the improved algorithm can optimize 

the side lobe by adjusting the beam width of the main lobe, improve effectively the anti-vector error robustness, 

and reduce the amount of computation.  

Key words: Adaptive beamforming; Double constraint Capon beamforming; Signal convariance matrix 

reconstrcting; Noise subspace 

1  引言  

波束形成是阵列信号处理的一项重要技术，广

泛应用于无线通信、声呐、雷达和麦克风语音阵列

处理等领域 [1 4]− 。然而，在实际工程应用中，当基

阵位置的偏差较大、各阵元通道幅度和相位响应不
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一致、阵型失配时，算法性能会受到严重影响 [5 7]− 。

因此，如何有效改善自适应波束形成的稳健性具有

重要意义。 
文献[8~10]提出了一类有严格理论基础的基于

导向矢量不确定集的稳健Capon波束形成算法，在

此基础上，近年来出现了许多新的改进的稳健

Capon波束形成算法 [11 15]− 。其中文献[10]提出了强加

导向矢量不确定集和模值约束以改善其稳健性，即

双约束稳健Cpaon波束形成 (Double Constraint 
Robust Capon Beamformer, DCRCB)算法，该算法

属于对角加载算法的一种，可以根据不同的导向矢

量误差得到合适的加载量。其最优对角加载量通过

牛顿迭代法求解，但是迭代的运算量一般比较大而

且收敛速度慢。文献[15]提出一种新的基于导向矢量
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不确定集的稳健Capon波束形成算法，并且利用特

征向量的结构特性推导出了最优对角加载量的解析

表达式，但是基于单约束的Capon波束形成算法鲁

棒性不高，无法使所提算法的性能达到最优。 
本文基于期望信号导向矢量在噪声子空间的投

影最优，并对信号协方差矩阵进行重构，提出一种

改进的双约束稳健 Capon 波束形成算法。通过分析

求解不确定集约束下的 Capon 波束形成算法可知，

不确定集约束决定该算法的性能，导向矢量的模约

束只起辅助约束作用，因此可以去掉改进的双约束

稳健 Capon 波束形成算法模型中的模约束，将算法

模型转化为单约束问题，求解单约束问题的最优对

角加载量，然后对其进行标量化。该算法运算量低

于迭代求解的方法，提高了加载量的计算精度，并

且因为进行了信号协方差矩阵重构，算法的鲁棒性

提高，旁瓣增益大大降低。 

2  双约束波束形成算法及其求解 

考虑阵列是由M 个阵元组成的理想均匀线阵，

远场空间存在一个目标信号和互不相关的P 个干扰

信号。则第 k 次快拍阵列的接收数据矢量可以表示

为 

 ( ) ( ) ( ) ( )sk k k k= + +x x n i         (1) 

式中， ( )s kx , ( )kn 和 ( )ki 分别为接收数据中互不相

关的期望信号、干扰和噪声部分， ( )s ( )k k=x as� , a�

为估计期望信号导向矢量， ( )ks 为期望信号的复包

络。 
对接收数据进行波束形成，则波束形成器的输

出为 

( ) ( )Hk k=y w x              (2) 

式中， [ ]T1 2, , , N
M C= ∈w w w w" 为波束形成器的加

权矢量。 
    根据阵列信号模型，双约束波束形成算法的优

化模型可以描述为 
H 1

2
0

2
0

min

s.t.  

s.t.  
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ς
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�
            (3) 

式中，
H

1

1
( ) ( )

L

X
k

k k
L =

= ∑R x x 是L 个有效快拍数据估 

计得到的样本协方差矩阵，其中 ( )kx 为第 k 次快拍

时阵列接收信号，a0为实际期望信号导向矢量，ς 为

约束导向矢量的参数， i 表示对矢量求 2 范数。 

    利用 Lagrange 因子方法求解式(3)，可以得出

方向向量的估计值。需最小化目标函数为 

( ) ( )
( )

2H 1
1

H H
0 0

, ,

                2

Xf M

M

λ μ λ

μ ς

−= + −

+ − − −

a a R a a

a a a a

� � � �

� �     (4) 

式中， ,λ μ为实数的 Lagrange 因子，对式(4)求解可

得出方向向量的估计值。 

( )1
, 0Xλ μ μ λ−= +a R I a�

          (5) 

    将方向向量代入，可得 

( ) ( ) 12 H 1
2 1 , 0 0( , ) , ,

            (2 )

Xf f

M M

λ μλ μ λ μ μ λ

λ μ ς

−−= = − +

− + −

a a R I a�

 (6) 

    将式(6)对μ求导并令其等于零，可得 

( ) 1H 1
0 0

2

2 X

M ς
μ

λ
−−

−
=

+a R I a
          (7) 

    将μ代入式(6)，可得 

( )

( )

2

3 2 1H 1
0 0

/2
( ) ( , )

X

M
f f M
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λ λ μ λ

λ
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−
= = − +

+a R I a
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    Lagrange 因子λ可以通过式(9)求得 
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    可以证明，式(9)左面是λ的单调递减函数。当

λ → ∞时， lim ( ) 1/h M
λ

λ ρ
→∞

= < ，而当 11/λ γ→ −  

时，
11/

lim ( )h
λ γ

λ ρ
→−

> 。所以式(9)中λ存在唯一解。 

    把式(7)代入式(5)，可得信号方向向量的估计值

为 

( )
( )

11
0

1H 1
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( /2)
X
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+
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    又解得λ的取值范围为 

( ) ( )
( )

1/2
1

1/2

1/ 1/

1
M M

M

γ ρ γ
λ

ρ

−
≤

−
        (11) 

    利用牛顿法解式(9)求出中满足式(11)的拉格朗

日因子λ，将λ代入式(7)得到μ，进而求解式(5)，
得出方向向量的估计值。从而得到权重向量公式为 

1

H 1
X

X

−

−=
R a

w
a R a

�
�

� �              (12) 

    由于双约束波束形成算法没有对信号协方差矩

阵进行重构，所以在抑制干扰信号的同时也抑制了

期望信号，导致对干扰信号零陷不够深。并且此算

法对角加载值通过牛顿迭代法求得，计算量较大。

因此，提出改进的双约束波束形成算法对上述问题

进行改进，提高算法性能。 

3  改进的双约束波束形成算法及其求解 

3.1 改进的双约束波束形成算法 
目前，有很多对信号协方差矩阵进行重构的方

法，比如利用窗函数进行重构[16]，构造平均协方差

矩阵[17]，重新定义一个谱来构造干扰加噪声协方差

矩阵[18]，空间功率谱估计[19]等。前面 3 种方法侧重
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于对干扰零陷的展宽，并且在展宽零陷的同时使得

零陷深度变浅，因为本文的研究重点在于滤除协方

差矩阵中的期望信号，加深零陷深度，提高算法抗

导向矢量偏差的鲁棒性，而且利用空间谱估计来重

构信号协方差矩阵这种方法的复杂度较低，并且性

能良好，在多篇论文中也已经得到验证，综合考虑

后，故采用空间功率谱估计的方法来重构信号协方

差矩阵。 

下面针对导向矢量失配问题，对信号协方差矩

阵进行重构 
l H( ) ( ) ( )di n P

Ω
θ θ θ θ+ = ∫R a a       (13) 

H 1

1
( )

( ) ( )X

P θ
θ θ−=

a R a            (14) 

式中， ( )P θ 为空间谱函数，式(13)中 l i n+R 是重构的

干扰加噪声协方差矩阵，Ω 为定义的干扰区间，实

际应用中，对Ω 的选择没有特别严格的要求，只需

保证所有干扰分量均包含于Ω 内，而期望分量不在

Ω 内即可。假设 θ 代表期望信号区间，满足 θ Ω∩  

= ∅ , θ Ω∪ 为整个观测区间。基于此方法，调整Ω

和 θ 的大小可获得不同的波束响应特性。例如，增

加 θ 减小Ω 会使主瓣变宽，导致波束分辨率降低，

但能获得更低的旁瓣级；减小 θ 增大Ω 则会有相反

的效果。实际应用中，Ω 和 θ 的大小根据需求设定。 
    将式(14)代入式(13)可得 

l
H

H 1

( ) ( )
d

( ) ( )
i n

X
Ω

θ θ
θ

θ θ
+ −= ∫

a a
R

a R a
        (15) 

式(15)为重构后的干扰加噪声协方差矩阵。 

在仿真中，我们采用的是求和的方法来对此式

进行求解，将干扰区间Ω 分为 L 个方向，每一个方 

向的导向矢量为 ( )iθa ，对
( ) ( )
( ) ( )

H

H 1
i i

i X i

θ θ

θ θ−

a a

a R a
进行 L 次 

积分求和，公式为 

l ( ) ( )
( ) ( )

H

H 1
1

L
i i

i n

i i X i

θ θ

θ θ
+ −

=

= ∑
a a

R
a R a

       (16) 

    用重构后的协方差矩阵 l i n+R 代替式(3)中的

XR ，那么 DCRCB 算法可描述为 

 

H 1

2
0

2
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min

s.t.   

s.t.   

i n

M

ς

−
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    在进行分析之前，假定天线阵列接收端总共有

1P M+ < 个信号源，其中P 个干扰源，1 个信号， 

对重构的协方差矩阵 l i n+R 进行矩阵特征分解，则有  

 l H H H

1

=
M

i n i i i S S S N N N
i

γ+

=

= +∑R u u U U U UΛ Λ   (18) 

式中， 2
1 2 1 2P P M Mγ γ γ γ γ σ+ +≥ ≥ ≥ ≈ =" " 表示

l i n+R 对应的M 个特征值， , 1, ,i i M=u " 表示对应的

特 征 向 量 ， 1 2 1diag( , , , )S Pγ γ γ += "Λ 和 N =Λ  

2diag( , , )P Mγ γ+ " 分别为对应的特征值组成的对角

阵 1 2 1[ , , , ]S P+=U u u u" , 2[ , , ]N P M+=U u u" 分别为

信号子空间和噪声子空间。 

根据矩阵特征分解理论，实际上信号导向矢量

a�属于信号子空间。因此a�可以表示成信号子空间

的 SU 各列向量 1 2 1, , , P+u u u" 的线性组合。 

S=a U� α                (19) 

式中，α表示组合系数组成的列向量。 
    把式(19)和式(18)代入式(17)中，可得 

H H 1 H H 1 H

2
0

2
0

min

s.t.   

s.t.

S S S S S N N N

M

ς

− − ⎫⎪+ ⎪⎪⎪⎪⎪− ≤ ⎬⎪⎪⎪⎪= ⎪⎪⎭
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U U U U a U U a

a a

a

� �

�
　

　　

α Λ α Λ

  (20) 

由于
H
S S =U U I , 2

N Mσ= IΛ ，而 1diag( ,S γ=Λ  

2 1, , )Pγ γ +" ，那么
1

1 2 1

1 1 1
diag , , ,S

Pγ γ γ
−

+

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
"Λ 。由

于 1 2 1Pγ γ γ +≥ ≥" ，因此
1

1 1 1

1 1 1
diag , , ,S γ γ γ

−
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟≥ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

"Λ  

1

1
=
γ
I 。这样上述最优化问题可以进一步描述为 

H H2
2

1
2

0

2
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1 1
min

s.t.   

s.t.   

N N
M

M

γ σ

ς

⎫⎪⎪+ ⎪⎪⎪⎪⎪⎪− ≤ ⎬⎪⎪⎪⎪= ⎪⎪⎪⎪⎭

a
a U U a

a a

a

� �

�

α

      (21) 

式中，
2
Mσ 表示噪声功率。由于a�的模值为 M ，且

S V
M= =a U� α ，其中， S V

U α 满足 S V
U α  

S F
≤ ⋅U α 。 S F

U 表示 SU 的F 范数，且有 S F
U  

( )1/2HTr S S= U U ，进而有 ( )1/2HTr S SM≥ U Uα  

1M P= + ，由于M 和P 仅和阵列天线数目和

信号源数目有关，并且利用
2 2

0 M= =a a� ，因此

上述最优化问题可以进一步描述为 
H H

2
0

2

min

s.t.  

s.t.   

N N

M

ς

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪− ≤ ⎬⎪⎪⎪⎪= ⎪⎪⎭

a
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� �
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          (22) 

3.2 改进的双约束波束形成算法的求解 

通过分析求解双约束下的 Capon 波束形成算

法，可以得到导向矢量的模约束只是起辅助约束的

作用，这是因为对于满足不确定约束的解进行标量
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化，使其满足模约束，然后代入信号功率
2
0σ 的估计

式中，只是相当于增加了一常数因子。因此，对于

式(22)的求解可以转化为求解单约束波束形成算

法。 
H H

2
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min

s.t.   

N N

ς

⎫⎪⎪⎪⎬⎪− ≤ ⎪⎪⎭

a
a U U a

a a

� �

�            (23)     

    为了去掉没有意义的解 0=a� ，假设 
2

0 ς>a                 (24) 

    这样把式(23)中的不等式约束转化为等式约

束。 
H H

2
0
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N N

ς
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a
a U U a
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� �

�           (25) 

式(25)的最优解是利用拉格朗日因子的方法最小化

函数 f ： 

( )2H H
0N Nf λ ς= + − −a U U a a a� � �

     (26)                                                

式中， 0λ ≥ 为实数的拉格朗日因子。将式(26)对方

向向量a�求导并令其为零，得到方向向量的估计值

为 
1H

0
N N

λ

−⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

U U
a I a�

          (27) 

    这样，最优对角导向矢量的求解将依赖于λ值，

为求解λ，将式(27)代入式(26)可得 

( )
21

H
0 0N N λ ς

−
+ − =U U I a a       (28) 

    根据式(18)，可设 [ ],S N=U U U ，因为 H =UU  

I ，则有 
H H

S S N N+ =U U U U I           (29) 

    将式(29)代入( ) 1
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    将式(30)代入

1H
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U U U U U U U U a

U U a (31) 

    将式(31)代入式(28)可得 
2

H
0

1
1 N N ς

λ
⎛ ⎞⎟⎜− =⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠+

U U a         (32) 

    令 H
0 1 2= =[ , , , ]N Mz z zz U a " ，由于 2[ , ,N P+=U u "  

]Mu ，则式(32)可以化为 
2 2

2 2H
l 0 l

2 2

1 1
1 1

M M

l P l P

z ς
λ λ= + = +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜= =⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ +∑ ∑u a  (33) 

    解式(33)，由于 0λ ≥ ，因而可以得到其解为 

2

2

1
1

M

l
l P

zλ
ς = +

= −∑           (34) 

将式(34)代入式(27)就可得最优导向矢量的精

确解，因此，本文提出的改进的双约束波束形成算

法的求解步骤就能得到了。但是需要注意的是，本

文算法需要准确知道噪声子空间的维数，因此需要

估计信号源的数目，当信号和干扰功率较强时，可

以直接从特征值的界限加以判断。但是当功率较弱

时，无法直接判断，这时则可以通过信源估计方法[20]

估计。算法的实现步骤如下： 
步骤 1  对信号协方差矩阵进行重构，滤除协

方差矩阵中的有用信号。 

步骤 2  对重构后的干扰加噪声协方差矩阵进

行特征值分解，求出噪声子空间的特征向量矩阵

NU 。 
步骤 3  根据 NU 求 z，得到 z 后，把选定的约

束参数 ς 代入到式(34)很容易求得最优λ，将λ代入

式(27)，得到最优对角加载量a�，对a�进行标量化，

使其满足 2 M=a� ，如令 /M=a a a� � �
，即得满足双

约束的最优解。 
步骤 4  计算最优权矢量 

( )H H H
i n i n+ +=R a a R a� � �ω         (35) 

4  仿真分析 

为了验证算法的正确性，进行如下的仿真实验。

考虑阵列阵元数为 50，阵元间隔为半个信号波长的

理想均匀线阵。本文假设信源的数目已知，且信号

互不相关。假设空间存在一个有用信号和 2 个互不

相关的干扰信号，其中假定期望信号来波方向为 0o，

实际来波方向为 2o。信噪比为 0 dB。两个干扰信号
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功率分别为 40 dB, 50 dB，相应的干扰信号方向为

-60o, 40o。 
为了验证本文算法的稳健性，图 1 给出了几种

Capon 波束形成算法方向图。其中 RCB 算法和

DCRCB 算法分别为文献[8]提出的稳健 Capon 波束

形成算法和文献[10]提出的双约束稳健 Capon 波束

形成算法，算法 1 表示文献[15]提出的新的稳健

Capon 波束形成算法。算法的参数 ς 根据经验选择

为 3.2。 
从图 1 可以看出，本文算法能够准确地指向信

号真实的期望方向，并且具有较低的旁瓣，而且在

两个干扰方向均能形成零陷。因为对信号协方差矩

阵进行了重构，将期望信号滤除，因此能提高算法

的鲁棒性。并且因为本文算法使期望信号导向矢量

在噪声子空间的投影最优，因此算法的旁瓣较低。

DCRCB 算法虽然也具有较低的旁瓣，且在干扰方

向形成零陷，但是在期望信号方向也能形成零陷。

RCB 算法和算法 1 旁瓣增益太大，效果较差。 
图 2(a)给出了不同快拍数对波束形成器输出

SINR 的影响。显然本文提出的新的双约束鲁棒波束

形成算法输出 SINR 性能明显高于其他 3 种算法，

这是因为新算法旁瓣较低。DCRCB 算法性能优于

RCB 算法和算法 1，并且算法的输出性能随着快拍

数的增大逐渐趋于平稳，RCB 算法和算法 1 在快拍 
数较大时性能比较接近。 

图 2(b)给出了几种算法的不同输入 SNR 的变

化对输出 SINR 的影响。可以看出随着输入 SNR 的

增大，4 种算法的输出 SINR 都在逐渐增大，并且本

文算法与算法 1 的曲线斜率基本一致，DCRCB 算

法与 RCB 算法曲线斜率基本一致，这是由算法的最

优对角加载量的求解方式决定的。由图 2 可知，本

文算法在输入 SNR相同时输出 SINR至少比其他算

法大 10 dB，并且随着输入 SNR 的增大，该算法的

优势体现的越来越大。算法 1 在 SNR 较大时性能优

于 DCRCB 和 RCB 两种算法。 
图 3(a)给出了不同约束参数对输出 SINR 的影

响。4 种算法的输出 SINR 受约束参数的影响都不

大，因为本文算法对信号协方差矩阵进行重构且期

望信号导向矢量在噪声子空间投影最优，所以其旁

瓣低，主瓣宽，因此其输出 SINR 性能明显高于其

他 3 种算法，且约束参数为 3 到 7 之间时输出性能

比较稳定。其他 3 种算法的输出性能受约束参数的

影响差别不大。  
图 3(b)给出了不同角度误差对输出 SINR 的影

响。本文提出的新的双约束鲁棒波束形成算法输出

SINR 性能明显高于其他 3 种算法，这是因为该算法

在对信号协方差矩阵进行重构时，合理选择积分范

围能够使得方向图主瓣变宽，旁瓣降低，使得算法

在角度误差较大时仍能保持较好的性能。RCB 和

DCRCB 算法抗角度误差性能较差，算法 1 较两种

算法抗角度误差性能有了一定提升，但是当角度误

差大于 1o时，性能下降比较严重。 

 

图 1  Capon 波束形成算法的方向图                           图 2 输出 SINR 相对于不同参量的变化 

 

图 3 输出 SINR 相对于不同参量的变化 
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5  结论 

基于双约束稳健 Capon 波束形成算法，本文提

出一种新的双约束稳健 Capon 波束形成算法。该算

法基于期望信号导向矢量在噪声子空间的投影最

优，并对干扰协方差矩阵进行重构，给出了该算法

的最优对角加载量的解析表达式。理论分析和仿真

实验表明，本文提出的新的 DCRCB 算法运算量小

且旁瓣低于其他算法。不管在何种情况下，其输出

性能均优于其他算法。 
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