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关于纠删码的研究与进展 

慕建君 路成 业 王 新梅 

(西安电子科技大学综合业务网国家重点实验室 西安 710071) 

摘 要 该文简述了几类纠删码的纠删原理，系统地综合分析了各类纠删码的优缺点及其相互区别与联系． 

证明了若选取 MDS(Maximal Distance Separable)码作为纠删码，只要接收者接收到源数据个数的数 

据，就能恢复原来的源数据．分析结果表 明：复损码以及旋风 (Tornado)码不仅能以线性时间可编码和可 

成功地译码，而且能以任意接近删除信道容量的速率进行传输．最后指出了目前复损码的研究中需要解决的 
一 些问题．这些分析和结论为进一步研究纠删码提供了理论基础和新的思路． 

关键词 纠{毋Ij码，范德蒙码，柯西码，复损码，旋风码，二元删除信道 
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1引 言 

近年来，多址传输 (Multicast)已成为互联网的一个重要组成部分。大型软件通过互联网传 

送给众多用户时要求用多址传输或广播 (Broadcast)传输 【 。这些传输必须是完全可靠的，同 

时有小的网络开销和支持众多各类用户的随机访问。 ARQ(Automatic Repeat reQuest)技术和 

分层恢复等新技术可有效地提高数据传输的可靠性和避免 网络拥塞的出现 ，但可能导致大的时 

延，这个缺点在大容量数据 的实时传输 (如互联 网等)中是不可接受的。克服这一缺点的办法是 

利用编码的方法 【̈ ，即把要传输的 k比特的原数据编码为 n(n> )比特的数据后发送出去， 

若接收方接收到足够量的数据 ，则运用适当的译码方法就可恢复 k个 比特 的源数据，称这种码 

为前向纠错 (FEC， Forward Error Correcting)码 llJj或称复损码 (Loss—Resilient Code)I引。 

通常在接收到的编码数据流中数据的位置是 已知的，所采用的信道模型是删除信道 【3l，此信道 

中每个编码符号丢失的概率均为 P，且在传输 中编码符号 的丢失是相互独立的．我们的 目的是构 

造具有较低编码和译码时间复杂度且性能 良好的纠删码，即这种纠删码既能以线性时间可编码 

和可成功地译码又能以任意接近删除信道容量的速率进行传输。 

2纠删码及其纠删原理 

在通信系统中前 向纠错码纠正的误码所在的错误位置事先一般是不知道的，而在删除信道 

中错误的数据帧被遗弃，丢失的数据在数据流中的位置是知道的，这样纠删码比纠错码处理起 

来容易些。一个 (扎，k)纠删码是把 k个源数据编码为 n(n>k)个数据，使得用这 扎个数据中 

任意 k个编码数据均可重构原来 k个源数据 14,s】(如图 1所示)。一个 (扎，k)线性纠删码是可以 

表示为 Y=a_G，其中 =(Xo，Xl，⋯ ，Xk一1)是源数据， Y=(Yo，Yl，⋯ ，Yn-1)，G为 k×扎矩 

阵，称 G 为此 (扎，k)线性纠删码的生成矩阵，若 G 的任意 k列组成的子矩阵 G 均可逆，则有 

如 下 定理 ； 
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图 1 编译码过程的图形表示 
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图 2 柯西矩阵的结 构图 

定理 1I4,5』 设 G 为一 (n， )线性纠删码的生成矩阵，若 G 的任意 列组成的子矩阵 G 

均可逆 ，则利用接收到的任意 个数据均可重构原来的 个源数据。 

证明 设 为 Y的任意 个分量组成的向量，即 为接收到的数据 ，则利用对应于 的 

个分量 (即 Y )的 k个方程组可以重构源数据。不妨设 G 为表示这个方程组的系数矩阵， 

则 Y =星G ，由此得源数据 星=Y (G )_。。 证毕 

对有限域 GF(p )(P为素数， r为正整数)，利用以下引理有更一般的定理： 

引理 110j 设 C为 GF(p )上一线性分组码，则 C为 MDS(Maximal Distance Separable) 

码当且仅当其生成矩阵 G 的任意 k列线性无关。 

定理 2 在 GF(p )上若取 (n， )线性纠删码为 MDS码，则利用接收到的任意 个数据均 

可重构源数据。 

证明 由于此 (n， )线性纠删码为 MDS码，由引理 1知生成矩阵 G的任意 列线性无 

关 ，从而由这 列组成的子矩阵 G 可逆，结合定理 1知结论成立。 证毕 

若选取纠删码的生成矩阵为范德蒙矩阵和柯西矩阵，则可得相应的纠删码一 范德蒙码 (Van— 

dermonde code)[4,6』和柯西码 【6』(Cauchy code)，它们都属于 RS码类。从基于随机二部图的校 

验关系出发可构造一种特殊的纠删码一 复损码 。 

2．1范德蒙码 

定义 1 若选取编码生成矩阵为 G＆ ，G丁=(gij)，其中gij= ；_。，Xi∈GF(p )(P为素 

数， r为正整数)，则称所得纠删码为范德蒙码， G的任意 列组成的子方矩阵 G 的转置矩 

阵(G『) 为范德蒙矩阵，若Xi≠0(i=1，2，⋯，k)互不相同，则 I(G 。I≠0，从而 IG I≠0， 

即 G 的任意 k列组成的子方矩阵 G 为非奇异的，因此，这样得到的矩 阵满足纠删码中生成矩 

阵的特性。 

2。2柯 西码 

定义 2 设 xl，X2，⋯ ， )和 {yl， 2，⋯ ， )是有限域 F中两个元素集，若对 (1)Vi∈ 

{1，2，⋯ ，m)，vj∈{1，2，⋯ ，n)有 Xi+Yj≠0； (2)对 Vi，J∈{1，2，⋯ ，m)(i≠J)有 Xi≠xj 

和 Vi，J∈{1，2，⋯ ，n)(i≠J)有 Yi≠Yj，则称如图 2所示的矩阵为域 F上的柯西矩阵。 

在有限域 F上，设 k为单位矩阵，Ck f 一 1为柯西矩阵，若取生成矩阵 G=(ZIG)， 

则称所得纠删码为柯西码 L61，而且易见如下引理： 

引理 2【7J 设 C 为某一有限域上的柯西矩阵，则 C 的任意子方 阵为非奇异矩 阵。 

引理 3_7J 在有限域 F上，设 k为单位矩阵， ( 一 )为柯西矩阵，若取 (n， )线性 

分组码的生成矩阵为 G=(xlc)，则此码为 MDS码当且仅当 的每一个子方阵为非奇异的。 

利用引理 2、引理 3和定理 2，我们有 
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定理 3 在有限域 F 上，设 Ik k为单位矩阵， Ck (n- 1为柯西矩阵，则对于取生成矩阵 

为 G=( J )的柯西码，利用接收到的任意 k个数据均可重构原来的 k个源数据。 

2．3复损码 

定义一有 n个信息比特和 n个校验比特的码 C(B)，使得它们分别与给定二部图 B(左边 

集有 n个结点，右边集有 n个结点)的两结点集中的结点相对应。 

c(B)型码的编码方式为每个校验比特等于二部图 B 中此校验比特的所育邻接比特的和 

(如图 3所示)。若称二部 图 B 中左边 的结点为变量结点，右边 的结点为校验结点 (如图 4所 

示)，则 C(B)型码的删除错误译码算法为 

(1)初始化 初始化校验结点为 0，把非删除错误变量结点的值加到校验结点的当前值上， 

同时去掉这些变量结点和由这些变量结点引出的所有边，并令 i= 1，称所得的 B 的子 图为 G{； 

(2)恢复变量结点的值 在以上所得予图 Gi中寻找一度数为 1的校验结点，将此校验结点 

的值传给它唯一的邻接变量结点 ，于是恢复了结点 的值，然后将结点 的值加到其所有邻 

接校验结点的当前值上，同时去掉从变量结点 引出的所有边，称所得的 Gi的子图为 Gi+1； 

(3)终止条件 令 i：=i+1，对 (2)所得的子图 (这时即 Gi)重复进行步骤 (2)，直到其所 

得的子 图中找不到度数为 1的校验结点，或所有的变量结点均 已恢复。若所有的变量结点均 已 

恢复，则称此删除错误译码算法可成功译码。 

若级联 C(B)型码 C(Bo)，C(B1)，⋯，C(B )和传统复损码 ( ( )有 n个信息比特和 

／~i+1n个校验比特， (B )的校验比特即 C(Bi+1)型码的信息比特)，与码 (B )对应的二部图 

B 的左边和右边分别有 n个和 +ln个结点 (i：0，1，⋯ ，in)，并取 in使得 +ln≈ i， 

最后一级码 是一有 n个信息比特和码率为 1一 的传统纠删码 (如柯西码 -5 J)。于是，得 

到一有n个信息比特和∑： n+／3m+2n／(1一 )=n ／(1一 )个校验比特的码率为1一 

的复损码 ( ，B1，⋯ ，B )(如图 5所示)。 

Ct=』 所 r邻按比 

特的腆 2和 
一 

C 

比特 

价息比特 

图3 用二部图B定义从信息比特到校验比特的一个映射 图4 码C(B)中用比特Xl，X 2和C1来求解X3 

@ 

码V,l零 
6 

图 5 基于二部图的复损码的结构示意图 

．  
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从复损码 c(B0，B1，⋯ ，B )的构造知其编码思想由 (B)型码的编码方式易得，其译 

码思想为：若码 的译码算法可恢复其所有损失，当然译出 c(B )的所有校验比特，由此就 

能恢复 c(B )的所有信息比特，如此逐步递推译码直到用 c(B0)的校验比特来恢复原来的 n 

个信息 比特。 

复损码 c(B0，B 一，B ， )译码的核心是解一个线性方程组，若所采用的随机方程组是 

稀疏的，即每一个方程所包含变量的平均个数较少，则称所得复损码为 Tornado码 _l J。这种稀 

疏矩阵使得 Tornado码具有快 的编译码速度，其优点是 Tornado码能使众多用户以高的效率及 

时地获得数据。 Tornado码的局限性是为 了得到更快的编译码速度必须接收到略大于源数据个 

数 的数据 (即付出的代价)。 

为 了设计和分 析复损码的译 码算法，对给定 的二部 图 Luby[ J用一个微分方 程为工具将 

译码过程模型化后给 出了复损码可成功译码的一个分析性条件。利用这个条件， Luby[8,9 J和 

Mackay[ J等分析 了基于正则二部 图和非正则二部图所得的复损码后得 出结论：正则二部图不 

可能产生接近最优的码 因此，非正则二部 图一定是我们构造复损码时选取随机二部图的一类 

重要的图，同时基于这个条件，Luby[0 J设计了一个二部图，并且指出若构造复损码的 c(B)型 

码具有这种结构，则所得复损码能以大的概率成功译码，即有 以下定理： 

定理 4 对任意码率 R 和给定参数 ￡>0，若码长 n足够大，一定存在一复损码能以大 

的概率和 O(nln(1／￡))的运行u,-il；-I从 (1一R)／(1一￡)的随机损失率中恢复源数据。 

由定理 1可见： (1)通过如上级联得到的复损码能以线性~,-Jl可进行编码和成功译码，而 

传统的复损码 (如范德蒙码和柯西码)的编译码~,-Jl可至少为平方u,-j-I可数量级的。于是，如此基于 

Luby[ J设计的二部图而构造的复损码的编译码时间可大大降低。这就是要采用级联 的方式构造 

新的复损码的原因。(2)将 k比特源数据编码为 n(n>k)比特数据后发送出去，对任意的 ￡>0 

和码长 n足够大，若接收方接收到 k =k(1+￡)个数据，则一定存在一复损码能以大的概率和 

0(nln(1／￡))的运行时 间恢复源数据。 

3 几类纠删码编译码时间复杂度的分析 

由文献 [4]知范德蒙码的编码时间复杂度为o(n )，译码时间复杂度高于 o(n0)，后者主要 

由于需要 空间和时间来求大矩 阵的逆，而柯西码的编译码时间复杂度均为 0(n )_6J，它优于范 

德蒙码，这是 由于柯西码译码时不需要求大矩 阵的逆，而且把乘法和除法运算分别转 化为有限 

域上的加法和减法运算 ，从而可用 “异或”运算实现。Elias已证明删除信道的信道容量为 1一P， 

而且随机线性码可在删除信道下 以任意的速率 R(R <1一P)传输，其编码和译码的时间复杂度 

分别为 o(n )和 o(n0) 。标准的 MDS码 (如范德蒙码和柯西码)类由 RS码来给定的，理论 

上 RS码的编码和译码的时间复杂度分别为 O(nlogn)和 O(nlog nloglogn)[̈J，但是这类码不 

能与删除信道的信道容量很接近。于是一方面得到基于 RS码的 MDS码具有较低的编译码复 

杂度，但是 不能与删除信道的信道容量任意接近；另一方面有随机线性码可与删除信道的信道 

容量任意接近，但具有高的编译码复杂度。 

文献 【12】首次设计一纠删码，它不仅能以线性~,-Jl；-J可编码和可成功地译码而且能以任意接 

近删除信道的容量的速率进行传输。 Luby[ J等人用不同的方法给出了一具 有线性时间编译码 

算法的复损码，而且此码能 以任意接近删除信道容量的速率进行传输，即对任意 ￡>0，这种 

码可得到码率为 R=1一P(1+￡)的码，其译码算法能以大的概率和 O(nln(1／￡))的运行时间 

恢复所传符号的比率为 P的随机错误，它同样能以时间 O(nln(1／e))进行编码 (n为码长)。这 

种复损码属于低密度校验码 ， J类。 
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4结束语 

本文简述 了范德蒙码、柯西码、复损码和 Tornado码这几类纠删码的纠删原理，系统地综 

合分析 了各类纠删码 的优缺点及相互 区别与联系。证 明了若选取 MDS码作为纠删码，只要接 

收者接收到源数据个数 的数据，就 能恢复原来的源数据。分析结果表明：复损码 (如 Tornado 

码)不仅能以线性时间可编码和可成功地译码，而且能以任意接近删除信道的容量的速率进行 

传输 ，即对任意 ￡>0和给定的码率 R ，当码长 礼充分大时，一定存在某一复损码，当接收到 

k =k(1+E)个数据时，此复损码就能以高的概率和 O(nln(1／~))的运行时间恢复源数据 (k为 

源数据的比特数)。其缺点是为了得到更快的编译码速度必须接收到略大于源数据个数 k的数 

据 (即付出的代价)。这些分析和结论为进一步研究纠删码提供了理论基础和新的思路。关于复 

损码的研究 目前主要有如下几个方面的问题： 

(1)利用最优化理论的知识研究构造获得最优二部图的度分布的方法，从而构造良好性能 

的复损码； 

(2)进一步从理论上分析并设计复损码的迭代译码算法，同时寻找此译码算法稳定收敛的条 

件 。 

【71 

【10】 

【11】 

【12】 
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RESEARCH AND DEVELOP MENT ON ERASURE CODES 

Mu Jianjun Lu Chengye Wang Xinmei 

(National Key Lab．of Integrated Service Networks，Xidian University，Xi an 710071，China) 

Abstraet This paper describes the principles of a feW types of erasure codes，and analyzes 

their merits drawbacks and relationships systematically．It iS shown that if M DS codes are 

chosen as erasure codes，a receiver can reconstruct the original source data once it receives any 

portion of the encoding data equal to the length of the message．The analysis shows that lOSS— 

resilient codes and Tornado codes can not only be both encoded and decoded successfully in 

1inear time，but also can come arbitrarily close to the channe1 capacity．Finally，some problems 

on lOSS—resilient codes which remain to be solved are presented．These analyses and conclusions 

provide theoretical base and new ideas for further studying eras ure codes． 

Key words Erasure code，Vandermonde code，Cauchy code，Loss—resilient code，Tornado 

code，Binary erasure channel 
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